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Modelowanie matematyczne proceséw nieustalonych
w wielomaszynowym uktadzie napedowym o ztozonej transmisji
ruchu

Streszczenie. W pracy poddano analizie procesy elektromechaniczne w uktadzie wielomaszynowym o ztozonej transmisji ruchu. Badany uktad
sktada sie z dwdch gtebokoztobkowych silnikéw indukcyjnych, ktére poprzez diugie sprezyste elementy tgczace z obu stron napedzaja mechanizm
obcigzenia. System rozpatruje sie jako uktad o elektrycznych i mechanicznych parametrach roziozonych. Dla formutowania rézniczkowych réwnan
stanu wykorzystano interdyscyplinarng metode, ktéra wykorzystuje modyfikacje zasady Hamiltona-Ostrogradskiego. Wyniki symulaciji
komputerowych przypadkoéw obliczeniowych przedstawiono w postaci graficzne;j.

Summary. In the paper electromechanical processes in a multi-machine system with a complex motion transmission have been analyzed. The
examined system consists of two deep-slot induction motors, which are connected from both sides to the load through long elastic components. The
system is considered as containing distributed electrical and mechanical parameters. For formulation of differential state equations an
interdisciplinary method based on modified Hamilton-Ostrogradsky principle was used. The results of computer simulations have been depicted in

charts. (Mathematical modeling of transient processes in a multi-machine drive system with a complex motion transmission)
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Wstep

Waznym zagadnieniem badawczym z punktu widzenia
szerokiego zastosowania w przemystowych systemach
elektromechanicznych uktadéw wielomaszynowych, jest
analiza ich pracy z zastosowaniem metod symulacyjnych.
Maszyny w uktadach wielomaszynowych potgczone sg ze
sobg za pomocg powigzan  elektrycznych  lub
mechanicznych, a czasami jednoczesnie jednych i drugich.
Koncepcja  przetwarzania  energii  elektrycznej w
mechaniczng, a nastgpnie mechanicznej w elektryczng
powoduje, ze przy zastosowaniu modeli klasycznych do
modelowania matematycznego analiza pracy takich
uktadoéw nie jest prosta, a przy zatozeniu, ze elementy
uktadu rozpatruje sie jako systemy o parametrach
roztozonych, staje sie¢ bardzo trudna. Do modelowania
matematycznego takich ukfadéw celowe jest stosowanie
metod wariacyjnych.

W pracy przedstawiono modele matematyczne uktadow

dwumaszynowych, potgczonych diugimi  elementami
sprezystymi, ktore sa rozpatrywane jako ukiady o
parametrach  skupionych oraz roziozonych. Modele
matematyczne ukladéw sformutowano na podstawie
interdyscyplinarnej metody, droga formowania
rozszerzonego funkcjonatu dziatania Hamiltona-
Ostrigradskiego.

Model matematyczny uktadu.

Zastosowanie jednego duzego silnika w ukfadzie
napedowym, w ktdrym wystepujg duze obcigzenia tylko w
stanach przejsciowych (rozruch, nawrét itp.), jest z
powoddéw  ekonomicznych  niekorzystne. W  takim
przypadku, dla efektywnej pracy napedu nalezy zastosowac
uktad elektromechaniczny skfadajacy sie z dwéch silnikow
pracujgcych na wspodlne obcigzenie. Takie podejscie
prowadzi do zmniejszenia momentéw uderzeniowych w
elementach transmisji ruchu i wigze sie ze zwiekszeniem
niezawodnosci pracy tych urzgdzen. Silniki mogg pracowac
potgczone w ukiadzie elektrycznym jak i mechanicznym
rébwnolegtym, szeregowym lub w uktadzie mieszanym. W
pracy poddano analizie przypadek potaczenia
rébwnolegtego, jako  najczesciej  stosowanego w
rozwigzaniach przemystowych. Schemat badanego ukfadu
napedowego przedstawiono na rysunkach 1i 2.

PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 90 NR 6/2014

gy Mo Js Js

Js.
C12 2 C23 C34 i Cas
Mg Maey
Via h Va3 V34 b Vas

Rys.1 Schemat zasadniczy ztozonej dtugiej linii watow
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Rys.2. Schemat obliczeniowy zlozonej
(dyskretyzowany)

(159)160
dtugiej linii  watéw

Jako uogolnione wspotrzedne modelu matematycznego
przyjeto: tadunki elektryczne w uzwojeniach silnikow -

ql_lz(t)le_lz(t), katy obrotu obu wirnikéw oraz
obcigzenia - G5 (t) =7, (t), dis(t)=r90(t). as(t)=710(t).
a takze, jako funkcje uogolnionych wspétrzednych kat
obrotu dtugiego elementu sprezystego q(x,t)z go(x,t). Jako
uogdlnione predkosci przyjeto odpowiednio pragdy w
uzwojeniach silnikow Q1_1z(t)=i1_12(t): predkosci katowe
wirnikow oraz obcigzenia dy5(t)=a,(t), G4(t)= @ l(t),
qls(t)= a)mo(t), a takze funkcje predkosci katowej dtugiego
elementu sprezystego Q(X,t): cu(x,t).

Zmodyfikowana funkcja Lagrange’a oraz jej gestosci
liniowe opisane sg nastepujgcymi zaleznosciami:

(1) L=T-P+®-D L, =T,-R +©,-D,,

gdzie: L - zmodyfikowana funkcja Lagrange’a, L, -
gestos¢ liniowa zmodyfikowanej funkcji Lagrange'a T -
koenergia kinetyczna, P - energia potencjalna, ® - energia
dyssypacji, D - energia sil zewnetrznych, T,,R,0,,D, -

gestosci wspomnianych funkgiji.

Stosujgc przyjete zatozenia sformutowano rozszerzony
funkcjonat wg Hamiltona-Ostrogradskiego. Elementy funkciji
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Lagrange’a dla ukfadu napedowego z rysunkéw 1 i 2
przyjmuja postaé [1 2]
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gdzie: S,R - indeksy stojana i wirnika, Ug- napiecie na

(6) T

pretach klatki wirnika, ¢)(x,t) - kat skrecenia sprezystego

0
elementu fgczacego silniki z obcigzeniem, a)=E¢
predkos¢ katowa elementu fgczacego, 7 - dodatkowa

zmienna catkowania, G - wspdlczynnik sprezystosci
poprzecznej, & - wspotczynnik rozproszenia wewnetrznego,
X - biezgca wspotrzedna wzdtuz elementu tgczacego, p -

gestos¢ materiatu elementu tgczacego, Jp - biegunowy

moment bezwtadnosci elementu sprezystego, M gy -
momenty elektromagnetyczne pierwszego i drugiego silnika
indukcyjnego, My - aktywny moment obcigzenia, c,v -
wspotczynniki sztywnosci i rozproszenia sprzegiet.
Nastepnie wyznaczono wariacje funkcjonatu dziatania

wg Hamiltona-Ostrogradskiego i przyréwnano jg do zera [1]
otrzymujac zaleznosci:
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Dokonujgc przeksztatcen matematycznych otrzymano
model matematyczny uktadu napedowego sktadajgcego sie
z dwdéch silnikow indukcyjnych potgczonych przy pomocy
elementéw sprezystych z obcigzeniem [1,2]

di .
(13) dr; :Ans(unS _Rnslns)+
n n .11
+ AnSR (_ Upr — QnR\PnR - RnRLlnR )’
dirg .
(14) o= Anes (uns ~Resing )+
+AR (— “lan - QanI’lan - RnRLilr?R ) ,
gdzie: A - macierzy wspofczynnikow, ktore zalezg od
indukcyjnosci maszyn, indeks goérny . wskazuje na
przeksztatcony uktad wspéirzednych [6]
Zdyskretyzowane réwnania pola magnetycznego

przedstawimy jako réwnania powigzan [3]
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gdzie: E,H - wektory natezenia pola elektrycznego i
magnetycznego.

Momenty elektromagnetyczne silnikow
przedstawia zaleznos¢:

indukcyjnych
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gdzie: p, - liczba par biegunéw silnika indukcyjnego, 7 -
odwrotna statyczna indukcyjno$¢ silnika indukcyjnego.

Uwzgledniajgc rysunki 1 i 2 warunki brzegowe dla
réwnania (6) mozna zapisa¢ w postaci:

0
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PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 90 NR 6/2014



o, 0
(20) GiJip 89| +4& ;Uggi —02,3(789—790)_
x=l, X x=l,
Va3 (ws9 - 0’90)= 0,
0y, 0wy,
(21) Gylyp— +&H— +C3,4(79o_791)+
P ox | X |y
+v3’4(a)90—a)91)=0,
OPys9 059
(22) G,J,, +&H— —04,5(7159 _7160)_
OX X1, OX x=1,

Vs (a’159 - a’mo): 0.

Rozwigzujgc réwnanie (6) z uwzglednieniem warunkow
(19) — (22) otrzymano:

dw, 2(01,2 (¢1 - (02)+ Via (wl — ))

(23) = -
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d .
(29) %=a)k, i=1,.,160.
Petnemu catkowaniu podlega taki uktad réwnan

rézniczkowych: (9) - (11), (13) - (15), (23) - (29) z
uwzglednieniem (17), (18).

Wyniki symulacji komputerowej.

Do obliczerh numerycznych wykorzystano model uktadu
napedowego z dwoma silnikami indukcyjnymi
gtebokoztobkowymi, potgczonymi za pomocg dtugich
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elementdw sprezystych z obcigzeniem, zgodnie ze
schematem obliczeniowym pokazanym na rysunkach 1i 2.
Parametry zastosowanych silnikow indukcyjnych: Py =
320 kW, Un=6kV, In=39 A @y =740 obr/min, po=4, J,
= 49 kg-m?, Rg =1,27Q, Ry =021Q, ag= 389 H,
ag = 70 H'1, parametry ztobka wirnika h = 0,038 m, | =
0,23 m, p = 0,005 m. Moment obcigzenia silnika przyjeto
Parametry tgczacych elementéw sprezystych: dtugosé

N
I, =1, =45 m, modut sprezystosci G=8,1-10" —
m
o . kg o .
gestos¢ materiatu  p =7850 —5 - Srednice elementéw
m

taczacych przyjeto d(gl’z):i 20,5 cm, 531):0,5 Nms,
55”:141,3 Nms. Moment obcigzenia M, =8 kN"m,

moment bezwtadnosci obcigzenia  J; =200 ?

kgm®.
Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla dwdch
przypadkéw obliczeniowych réznigcych sie s$rednicg
elementu sprezystego. Analize obliczeniowg ukfadu
przeprowadzono  przyjmujgc  nastepujgce  zatozenia:
wszystkie sprzegta sg absolutnie sztywne, a takze, ze
Srednice obu watéw w kazdym przypadku obliczeniowym sg
jednakowe.
Silniki zostaty zasilone z sieci trojfazowej napieciem

opisanym zalezno$ciami Up =4900sin it ,

Ug = 4900sin(wt —120°), ug =4900sin(et +120° ). Wyniki
symulacji komputerowej przedstawiono w  postaci
graficznej.

Na rysunkach 3, 4 przedstawiono przebiegi momentu
sprezystosci w pierwszym i drugim elemencie tgczgcym dla
pierwszego przypadku obliczeniowego. Poniewaz oba waty
napedowe podczas badania byly jednakowej grubosci i
dlugosci, to momenty sprezystosci w tych elementach
powinny by¢ jednakowe. Natomiast kierunki tych
momentoéw powinny by¢ przeciwne, co widaé na rysunkach.
Przy tak przyjetych parametrach uktadu napedowego
amplitudy oscylacji momentu sprezystosci nie sg duze i
wynoszg do 12 kNm.

0 M,kNm M,kNm
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o
.
A
1
ts ts
T T T T 1 T J 1
2 4 6 2 4 6
Rys.3. Przebieg momentu Rys.4. Przebieg momentu
sprezystosci w  pierwszym  sprezystosci w drugim
elemencie  tagczacym dla elemencie taczacym dla

pierwszego przypadku pierwszego przypadku

Na rysunkach 5 i 6 przedstawiono przebiegi predkosci
katowej wirnika pierwszego silnika oraz obcigzenia dla
pierwszego przypadku obliczeniowego. Analizujgc rysunki 5
i 6 mozna zauwazyé, ze oscylacje predkosci katowych
uktadu w stanach przejsciowych utrzymujg sie poprzez caty
czas trwania rozruchu. Jezeli praca uktadu napedowego
wymaga czestych rozruchdéw to oscylacje takie mogg by¢
przyczyng uszkodzenia uktadu.
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Rys.5. Przebieg predkosci Rys.6 Przebieg predkosci
katowej wirnika pierwszego katowe;j mechanizmu
silnika dla pierwszego obcigzenia dla pierwszego
przypadku przypadku

Rysunki 7 i 8 przedstawiajg czasowo-przestrzenny
rozktad predkosci katowej w elementach sprezystych dla
pierwszego przypadku obliczeniowego w przedziale czasu
te <0;1,2> site <3,2;4,4> s. Fala sprezysta porusza sie od
silnikbw do mechanizmu obcigzania. Predkosci katowe
silnikéw znajduja sie w jednej fazie.
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Rys.7.Czasowo-przestrzenny

rozktad predkosci katowej w
elementach  fgczacych dla
pierwszego przypadku w

przedziale czasu t € <0;1,2>

Rys.8.Czasowo-przestrzenny

rozktad predkosci katowej w
elementach  tgczacych dla
pierwszego przypadku w

przedziale czasu t € (3,2;4,4)

Na rysunkach 9 i 10 przedstawiono przebiegi momentu
sprezystosci w elemencie sprezystym oraz predkosé
katowg pierwszego silnika dla drugiego przypadku
obliczeniowego. W poréwnaniu z przypadkiem pierwszym
warto§¢ momentu sprezystosci w elementach tgczacych
bardzo sie zwiekszyta i osigga do 350 kNm. Praca uktadu
napedowego w takich warunkach jest niemozliwa. Uktad
znajduje sie w stanie rezonansu. Zaden mechanizm o
takich parametrach nie wytrzyma takich oscylaciji.

M,kKNm 800,

2 4 6 0 2 4 6

Rys.9. Przebieg momentu  Rys.10. Przebieg predkosci
sprezystosci w elemencie katowej wirnika pierwszego
taczacym dla drugiego silnika dla drugiego przypadku
przypadku
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Na rysunku 11 przedstawiono czasowo-przestrzenny
rozktad predkosci katowej w elemencie sprezystym dla
drugiego przypadku obliczeniowego w zakresie czasowym

t (0,6;0,606) s.

Rys.11. Czasowo-przestrzenny rozkiad pola mechanicznego
predkosci obrotowej w linii watéw dla pigtego doswiadczenia w

zakresie czasowym t € <O,6;O,606> s

Whnioski

Wykorzystanie nowej interdyscyplinarnej metody
pozwala na budowe modeli matematycznych bardzo
skomplikowanych uktadoéw elektromechanicznych, unikajgc
dekompozycji na poszczegolne poduktady (elektryczny i
mechaniczny), co w przypadku ogoélnym pozwala
formutowa¢ réwnania stanu uktadu wylgcznie z jedynej
koncepcji elektromechanicznego przetwarzania energii.

Podczas analizy pracy podobnych uktadéw nalezy
zwrdci¢ duzg uwage na znajomos¢ czestotliwosci wtasnych
uktadu mechanicznego (stan rezonansu).

Najwiecej informacji o] pracy uktadu
elektromechanicznego dostarczajag rysunki przedstawiajace
rozkfad czasowo-przestrzenny predkosci katowej
elementéw  transmisji ruchu.  Wymienione rysunki
przedstawiajg rozktad predkosci fali mechanicznej wzdtuz
elementéw 1gczacych poszczegdlne elementy ukiadu
napedowego. Taki rozktad czasowo-przestrzenny pola
mechanicznego mozna uzyska¢ tylko w przypadku
rozpatrywania uktadu jako system o mechanicznych
parametrach roztozonych.
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