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Semi-parametryczna estymacja punktu zmiany parametréow w
szeregach niegaussowskich metoda maksymalizacji wielomianu

Streszczenie. Zastosowano metode maksymalizacji wielomianu do syntezy adaptacyjnych algorytméw dla estymacji punktu zmiany warto$ci
$redniej oraz wariancji szeregu losowego w trybie a posteriori. Analiza i wyniki modelowania statystycznego wykazaty, ze uwzgledniajgc parametry
nie-gaussowskich danych statystycznych w oszacowaniu wielomianowym uzyskuje sie istotny wzrost doktadno$ci.

Abstract. An application of the maximization technique in the synthesis of polynomial adaptive algorithms for a posterior (retrospective) estimation of
the change-point of the mean value or variance of random sequences is presented. Statistical simulation shows a significant increase in the
accuracy of polynomial estimates, which is achieved by taking into account the non-Gaussian character of statistical data.(Semi-parametric
estimation of the change-point of parameters of the non-Gaussian sequences by polynomial maximization method)

Stowa kluczowe: punkt zmiany parametréw, estymacja a posteriori, wielomian stochastyczny, warto$¢ $rednia, wariancja, kumulanty.
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Wstep
Technike pomiarowg w coraz wiekszym stopniu stosuje
sie  w nauce, przemysle, medycynie i innych

zastosowaniach do badania wlasciwosci sygnatéw o
sktadowych modelowanych procesami stochastycznymi, a
przy réwnomiernym ich proébkowaniu - szeregami losowymi.
Zadania takie rozwigzuje sie metodami statystycznymi
zardwno w czasie rzeczywistym jak i a posteriori, czyli
metodami retrospektywnymi. Podejscie aposteriori wymaga
dtuzszego okresu na uzyskanie podstaw do podjecia
decyzji o dalszych dziataniach, ale mozna wowczas
wykorzysta¢ calg informacje o badanym obiekcie zawartg w
prébce sygnatu. Zapewnia ono bardziej dokladne i
wiarygodne oszacowanie badanych parametréw procesu.
Jednym z takich zadan jest wykrywanie momentu
wystepowania "zaburzenia" w obserwowanym procesie, np.
dla celéow kontrolnych lub diagnostycznych, czyli pomiar
potozenia punktu zmiany jego parametrow statystycznych.
Punkt taki nazywa sie w literaturze statystycznej krétko
punktem zmiany [1]. Oszacowanie a posteriori punktu
zmiany parametréw procesdw stochastycznych jest
wykorzystywane w praktyce w wielu dziedzinach, takich jak
wykrywanie wahah klimatu [2], analiza genetyczna
szeregow czasowych [3], wykrywanie wikaman w sieciach
komputerowych [4] i telekomunikacyjnych [5], segmentacja
sygnatéw mowy i wiadomosci z portali spotecznosciowych
[6], wykrywanie pojawienia sie sygnatdw emisji akustyczne;j
[7]1 i detekcja sygnatow wideo [8]. Mozna tez je zastosowac
w badaniu przebiegu ciggtych proceséw przemystowych
Tak szeroki zakres zadan aplikacyjnych wymaga
opracowania wielu réznych modeli matematycznych i
algorytméw do przetwarzania danych pozyskiwanych w
pomiarach procesow losowych. Badania dotyczace metod
wykrywania punktu zmiany obejmujg gtéwnie klase
proceséw losowych modelowanych rozkitadem gestosci
prawdopodobienstwa (ang. akronim PDF) w postaci funkcji
Gaussa. Istnieje tez wiele proceséw rzeczywistych, ktére
bardziej doktadnie modelujg inne rozktady PDF. Metody
oparte na rozktadach PDF nazywa sie parametrycznymi.
Podstawowe trudnosci podejscia parametrycznego (wg
Bayesa i metody najwiekszej wiarygodnosci) to: wymog
posiadania a priori informacji o postaci rozktadu
prawdopodobienstwa, potencjalnie duza ztozonos¢ analizy
wilasciwosci statystycznych i trudno$¢ zastosowania jej w
praktyce. Brakuje tez rekomendacji ujednolicajgcej
szacowanie niepewnosci takich pomiaréw. Szereg ostatnich
badan teoretycznych ukierunkowanych jest na stosowanie
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alternatywnych metod statystycznych, ktére umozliwiaty by
zmniejszenie lub minimalizacje niezbednej a priori iloSci
informacji. Wykorzystuje sie tu odporne (ang. robust)
procedury przetwarzania statystycznego, ktére sg nieczute
na niedoktadnosci modeli probabilistycznych, lub tez stosuje
testy nieparametryczne, nie zwigzane z danym typem
rozktadu. Ceng za te "niezaleznos¢" metod alternatywnych
sg nieco gorsze ich wiasciwosci jakosciowe niz optymalnych
metod parametrycznych [9].

Jednym z alternatywnych sposobdéw rozwigzywania
zadan z przetwarzania danych nie-gaussowskich proceséw
losowych jest uzycie statystyk (momentéw i kumulantéw)
wyzszego rzedu [10]. Taki sposéb modelowania stosuje sie
w réznych dziedzinach do wykrywanie zaburzenia w
procesie mierzonym, czyli do estymacji potozenia punktu
zmiany jego parametrow.

W niniejszej pracy, do wykrywania w trybie a posteriori
punktu zmiany parametréw sygnatu, zastosowano metodg
maksymalizacji wielomianu (ang. polynomial maximization
method - akronim PMM). Yu. Kunchenko zaproponowat
wykorzystanie do tego celu nie-gaussowskich wielomianéw
stochastycznych [10]. Stosuje sie je w potgczeniu z opisem
danych probki za pomocg momentéow i kumulantow.
Upraszcza to znacznie synteze adaptacyjnych algorytmow
statystycznych, ktére opierajg sie na probabilistycznych
wilasciwosciach pozyskanych danych i umozliwiajg istotng
poprawe dokfadnosci i wiarygodnosci oszacowania (mniej
btednych decyzji przy mniejszych wariancjach ocen). Opis
danych losowych poprzez momenty i kumulanty jest
przyblizony. Oparte na nim metody statystyczne, wraz ze
wzrostem rzedu uzytej statystyki, umozliwiajg uzyskiwanie
rezultatéw zblizajgcych sie asymptotycznie do optymalnych.
Metody te w polskiej literaturze statystycznej nazywa sie
semi-parametrycznymi w $lad za ang. semiparametric
(chociaz dostowne ttumaczenie - to pot-parametryczne).

Celem niniejszej pracy jest oméwienie algorytmoéw do
szacowania w trybie a posteriori punktu zmiany wartosci
Sredniej lub wariancji w probkach sygnatu opisywanego nie-
gaussowskim szeregiem losowym. Stosuje sie tu metode
opartg na maksymalizacji wielomianu statystycznego.
Skuteczno$¢ proponowanej metody zbada sie za pomocag
modelowania statystycznego metodg Monte Carlo.

Matematyczne sformutowanie zagadnienia
Zatozmy, ze w wyniku pomiaréw procesu losowego w
czasie dyskretyzowanym, np. przez regularne prébkowanie,

r
otrzymano prébke xz{xl,xz,...xn} Przy czym elementy
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tej probki mozna traktowac¢ jako zbidr n statystycznie
niezaleznych zmiennych losowych, tj. nieskorelowanych ze
sobg (czyli probkowanie bylo nie za czeste na tyle, ze dla
proceséw o ograniczonym widmie mozna nie uwzglednia¢
autokorelacji danych). Probabilistyczne wtasciwosci prébki
okresla sie np. przez jej warto$¢ oczekiwang € , wariancje

o? i wartosci wspotczynnikow kumulantow ), az do rzedu

[ =3,... 2s (s stopien wielomianu).

Rozpatrzymy kilka przypadkéw, gdy do pewnej
nieznanej a priori chwili 7 czasu dyskretnego wystepuje w

procesie wartos¢ $rednia 6, i wariancja 0'3, a w chwili
7+1 jeden z tych parametréw zmienia sie istotnie (np.

ix g : S 2 2
wartos$¢ srednia z ¢, - na 6,, lub wariancja z o, naoy ).

Na podstawie analizy catej probki x nalezy oszacowacd
potozenie 7 punktu zmiany. Warianty tego zadania mogg
rézni¢ sie zdobytg a priori informacja o wartosci
zmieniajgcego sie parametru (przed lub po wystgpieniu
punktu zmiany) oraz wartosciami innych parametrow
modelu szeregu losowego.

Oszacowanie a posteriori punktu zmiany s$redniej
metodg maksymalnego prawdopodobienstwa

Jednym z gtéwnych sposobéw badania a posteriori
punktu zmiany stato sie podejscie oparte na maksymalizacji
prawdopodobienstwa, opracowane przez Hinckley'a [11].
Zaproponowat on o0gdlng asymptotyczng metode
otrzymywania post factum rozktadow oszacowan punktu
zmiany metodg maksymalnego prawdopodobienstwa
(MMP). Zastosowanie tej metody wymaga posiadania a
priori informacji o rozkladzie prawdopodobiefnstwa danych
losowych przed i po zmianie ich parametru.

Dla danych szeregu losowego o rozkfadzie Gaussa
ocena Sredniej metodg MMP pokrywa sie z metodg
momentow (MM), tj.

(1

3|»—*

Oszacowanie (1) jest zgodne (ang. -consistent) i

nieobcigzone. Ocena @ takiej probki przy n—oo nie jest
przesunieta wzgledem warto$ci Sredniej @ catej populacii, a
pokrywa sie z nig. Metode te jako oszacowanie
nieparametryczne mozna wykorzystywa¢ do szacowania
wartosci $redniej zmiennych losowych o dowolnym
rozktadzie prawdopodobienstwa. Jednakze ocena ta jest
efektywna tylko dla modelu Gaussa. Dla tego modelu przy
znanej wariancji o’ logarytm funkcji maksymalnego
prawdopodobiehstwa przeksztatca sie w statystyke [1]:

r n
2
) Tr(90791) Z(x _90) ( ”)Z(xi_‘gl)
i=l i=r+1
Ma ona maksimum w okolicy rzeczywistej wartosci r
potozenia punktu zmiany. Tak wiec, wynik 7 oceny tego
punktu znajduje sie wedtug algorytmu:

(2a) ¢ =arg max T,(6,,6,)

1<r<n—1
Hinckley [11] rozwazyt dla rozktadu Gaussa réwniez
przypadek nieznanych parametréw 6, i 6,. Wodwczas
oszacowanie metodg MMP punktu zmiany sredniej

(38) 7 =arg ma)il[ (6’0,—9)2 —r(@l, 6’)2}

1<r<n
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i=r+l

Statystyki (2) i (3) nie zalezg od innych parametrow
probabilistycznych. Mozna wykorzystywa¢ je do nie-
parametrycznego szacowania punktu zmian $redniej
szeregu losowego o dowolnym rozkiadzie. Jednak
woweczas, tak jak i przy ocenie $redniej na podstawie (1),
algorytmy nieparametryczne tracg optymalnosé. Dlatego tez
poda sie nowe algorytmy estymacji nieliniowej oparte na
metodzie maksymalizacji wielomianu (MMW). Pozwalajg
one w sposob dosy¢ prosty uwzgledni¢ stopienn nie-
gaussowosci danych statystycznych.

Oszacowanie a posteriori punktu zmiany wariancji
metoda maksymalnego prawdopodobienstwa

Dla rozktadu Gaussa oszacowanie wariancji metodg
MMP przy znanej wartosci oczekiwanej € ma postac:

) & :lZ(xi _9)2

Oszacowanie (5) jest niesprzeczne
nieobcigzone (asymptotycznie nieprzesuniete).

Metoda momentéw (ang. akronim MM) moze by¢
wykorzystywana do oceny nieparametrycznej szacowania
wariancji zmiennych losowych o dowolnym rozktadzie. Dla
tego  modelu probabilistycznego  logarytm  funkcji
maksymalnego prawdopodobienstwa ma postac [1]:

(zgodne) i

| =

In L(o-é,o-lz): - 1n(27r)—§1n(0'§ )+

(-0F Y(x-0f

_i=r+l
2 2
20 20

(6)

M~

n—r

ln(al2 —1

Jesli wartos¢ @ jest z gory znana i niezmienna, to probke
X mozna scentrowad, tj. przyjaé za réwng zeru jej wartosé
srednig. Wéwczas mozna utworzy¢ statystyke o postaci:

T, (0'3 ,Of ) = —nln(27)- rln(O'g )+

(7) ix? ix?

_ (n _ r)ln(alz )_ i=l —- i:r+;
99 g
Ma ona maksimum w okolicy rzeczywistej wartosci
T punktu zmiany.
Dla nieznanych a priori wartosci wariancji szeregu

losowego przed i po zmianie, w algorytmie mozna
zastosowac ich chwilowe (a posteriori) szacunki

A 1
8 o, =—D.x;

ri= r+l

Wéwczas algorytm estymaciji punktu zmiany ma postac [1]:

A A2 A2 A2
(9) ¢ =arg max [nln(o-) rln(o-o’r) (n r)ln(o],,)J
w ktérym szacowang warto$¢ &2
prébki ze wzoru (5).
Poniewaz statystyki (7) i (9), nie zalezg od innych
parametrow, to otrzymane wyniki mozna stosowaé¢ do
nieparametrycznego szacowania punktu zmiany wariancji

oblicza sie dla catej
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sekwencji losowej o dowolnym rozkfadzie. Jednakze,
podobnie jak przy ocenie $redniej, nieparametryczne
algorytmy tracg swojag optymalnos$¢. Oznacza to, ze uzyska
sie doktadno$¢ znacznie mniejszg niz dla oszacowania
optymalnego. Dlatego tez ponizej rozpatrzy sie nowe
wielomianowe algorytmy do retrospektywnej oceny punktu
zmian w nie-gaussowskim szeregu losowym.

Ogolny algorytm wielomianowej
punktu zmiany parametru

Metodg MMW [10], dla rozmieszczonych rownomiernie w
wyniku prébkowania elementéw prébki X mozna znalezé

metody estymaciji

oszacowanie dowolnego parametru 8 rozwigzujgc
rébwnanie stochastyczne o postaci
s 1& i
10 X )25/ -e,(9)|| =0
j=1 i=1

9.=4,

w ktorym: s - stopien wielomianu uzytego do szacowania
parametrow; #h j(,9)- wspotczynniki, o j(9) - teoretyczne
momenty poczgtkowe i-tego rzedu.

h;(9)
rozwigzujgc uktad roéwnan algebraicznych liniowych (dla
danego stopnia wielomianu s) otrzymany z warunku
minimum  wariancji dla poszukiwanego oszacowania
parametru 4, np.

Wspdtczynniki dlaj=1,..s znajduje sie

(11) Zh,() (%)= j—gal-(g)
gdzie: F; ( ) (3) a( ) ( ) -scentrowane korelanty

0 wymiarze (i,j).

Uktad rownan (10) rozwigzuje sie metodg Kramera:

Ajs
hi(9)= Af

N

da j=Ls

gdzie: A = det"Fi’j" . 0, :1,_s - wielomian stochastyczny

o wymiarze s; A . - wyznaczniki otrzymane po zamianie

Js
w A, kolumny j na kolumne wyrazéw wolnych uktadu (10).

Ponizej proponuje sie zastosowaniu metody MMW do
oszacowania w trybie a posteriori punktu zmiany parametru
sygnatu losowego. W tym celu wykorzystuje sie wtasciwosci
wielomianow stochastycznych o postaci:

n

1m(§/,9)= nko(9)+ Yk (9 )zxf

(12)

J=1 i=1
gdzie
9 s
(12a) k(@)=Y [n,(9)a,(@)]as,
aJj=1
9
(120) Kk, (9)=[h,(9)d9 da j=1,..s

a

Warto$¢ oczekiwana E{l‘m(y';/g)} funkcji od 9 osigga

maksimum w punkcie rzeczywistej wartosci tego parametru.
Jesli wiec rzeczywista warto$¢ parametru ¢ z pewnego

przedziatu (a,b) bedzie maksymalizowaé wielomian

stochastyczny o postaci (12), to aby znalez¢ wartosé
parametru, przy ktérej wystepuje zaburzenie (nagta zmiana
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wartosci z 9, na 4, ). tworzy sig wielomian stochastyczny

I

PY )(30,91)— rk0(90)+ ik/( )Z
(14) s !

n

=Y (9)+ Xk (9) 2w/

j=1 i=r+l

Ma on maksimum w poblizu prawdziwej wartosci 7 punktu
zmiany. Tak wiec, ogdlny algorytm dla poszukiwania
oszacowania punktu zmiany przy zastosowaniu metody
MMW ma postac:

(15) 7 =arg max P,(S)(SO,SI)

1<r<n-1

Wielomianowa estymacja punktu zmiany wartosci
$redniej

Oszacowanie Sredniej metodg maksymalnego
prawdopodobiehAstwa (MMP) z zastosowaniem wielomianu
stopnia s =1 pokrywa sie z liniowym oszacowaniem MM
wg wzoru (1) [10]. Stad synteza wielomianowych
algorytméw do oszacowania punktu zmian tego parametru
ma znaczenie jedynie w przypadku stopni s > 2.

Dla stopnia wielomianu s=2 oszacowanie $redniej

znajduje sie poprzez rozwigzywanie réwnania
kwadratowego o postaci:
1 n
730’ _{27322%‘ _0'(2+7/4)}9+
i=1
(16)
2
—(f(2+7/4) Zx +7/{ Z( ) —0'2} =0.
=l 0=0

gdzie: y; =,u3/0'3- wspotczynnik asymetrii, y, = ,u4/0'4 -

wspotczynnik kurtozy, g, - moment centralny rzedu 1.

Z (16) wynika, ze na ocene éS:

, dodatkowo wptywajg
wspotczynniki: asymetrii y5; i kurtozy y,. Dla obu tych
wspotczynnikdw rownych zeru (jak dla rozktadu Gaussa)
oszacowanie wg wielomianu (16) degeneruje sie do
oszacowania klasycznego wg (1).

W [12] wykazano, ze przy zastosowaniu réwnania (16)
uzyskuje sie wiekszg doktadno$é oszacowania

7
24y,

(17) 2 (r374)=1-

gdzie: g, - wspotczynnik zmniejszenia wariancji w stosunku
do oszacowania wg (1) dla granicy n — .

Z (10) i (12) wynika, ze wielomian stochastyczny (12) o
stopniu s =2 maksymalizujg w poblizu prawdziwej warto$ci
parametru € nastepujgce wspoétczynniki:

(18) [27393 +3(2+7,)00* 6750 9]

k0)= 2

3 3
6(0)= 0> ++1)ot]. 1(0)=-2—r0.
2 2

gdzie A, = 0'6(2 +7, —7/32)

W [12] wykazano, ze dla informacji a priori o wartosci
$redniej 6, przed punktem zmiany i 6, po tym punkcie
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oraz przy warunku 6, >0,, statystyka (14) dla stopnia
wielomianu s =2 ma postaé

1
Piaa-oA O .
dﬂmW &)~

e - @) ol 1)a-a) Y-l -6) X2

i=r+l i=r+l

(19)

Przy braku informacji a priori o wartosciach srednich, w
wielomianowej ocenie punktu zmiany (jak i w klasycznym
przypadku) mozna nieznane wartosci tych parametrow
zastgpi¢ oszacowaniami o postaci (4). Tworzy sie je dla
kazdego potencjalnego punktu zmiany. Woéwczas algorytm
adaptacyjny dla oszacowania punktu zmiany, oparty na
metodzie MMW dla stopnia s =2, mozna przedstawi¢ jako:

4 4 3 A
57/305,7’ +50-(2+74)002,V +

{#+imY}ﬂn
L i=1

7 =arg max 47
1<r<n—-1

(4~ 3 A
373913,;’ +EO-(2+74)912,;’ +

+(n=r)
h

i=r+l

o+ Y )}73%

Analiza struktury wielomianow statystyk (19) i (20) po raz
kolejny potwierdza, ze wykorzystanie metody MMP dla
stopnia wielomianu s =2 jest celowe tylko przy asymetrii

(73 # 0 ) funkcji rozktadu danych.

Wielomianowa estymacja punktu zmiany wariancji

W [12] wykazano, Zze oszacowanie wariancji o? metodag
maksymilizacji wielomianu MMW uzyskuje sie tylko dla
stopnia wielomianu s>2. Dla s=2 wielomianowe
oszacowanie tego parametru (przy & = 0) ma postaé

_n,-nl 27 [ZXJ

Z (21) wynika, ze dodatkowym parametrem, ktéry ma wplyw
na ocene 6'32:2 jest jedynie wspotczynnik asymetrii y5. Dla
jego wartosci réwnej zeru (symetria PDF) oszacowanie
wielomianowe (21) degeneruje sie do klasycznego (5).

W [10] wykazano, ze w przypadku asymptotycznym
n— oo wykorzystanie (21) daje wzrost doktadnosci
(zmniejszenie wariancji estymacji). Uzyskuje sie warto$¢
poréwnywalng jak dla oceny (5), opisang w (17) jako g.

Z (9) i (12a,b) wynika, ze w poblizu prawdziwej wartosci
o? stochastyczny wielomian dla stopnia s =2 o postaci
(12) maksymalizujg wspoétczynniki:

~Inlo? 2y

, kl(G): )
247,-73 o2+7,-72)

22)  klo)=
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-1
k = )
2(0.) 0'2(2+74_732)

Niezalezne od o’ wyrazenie (2+7/4—732) wystapi w

mianowniku kazdego sktadnika (14) i przy tworzeniu
potrzebnej statystyki mozna jego nie uwzgledniaé. Tak
wiec, przy istnieniu informacji a priori o wartosci wariancji

2 2

o, przed zmiang i o] po zmianie,

wielomianowa (14) rzedu s =2 ma postac:

r r 2
in in

statystyke

P(z)(crg,o]z) rln(O'O )+2730——%+
(23) ) ‘ 0 0
2% Zﬁ
—(n- r)ln(:)'l2 )+ 2, =l —i=’+;
o o1

Wykazano tez [12], ze dla znanych a priori wartosci

losowego ag i 012, postaci (23)

odpowiada inna wygodniejsza w obliczeniach statystyka:
1’,4(2)(0'5,0'12): —(n - r)[ln(al ) ln(O'O )]+

(24) 1 1| & 1 1|
il

wariancji szeregu

(o] O |i=r+l

Przy nieznanych a priori warto$ciach wariancji szeregu
losowego, w wielomianowym oszacowaniu punktu zmiany
zastepuje sie te wariancje oszacowaniami uzyskanymi
aposteriori o postaci (5). Tworzy sie to dla kazdego
potencjalnie mozliwego punktu zmiany.

Jesli na przyktad nieznana a priori jest tylko wartosé

wariancji 6'12,. po zmianie, to algorytm oszacowania punktu

zmiany 7 ma postaé:

6'2
@F{wﬁywa %j
(25) 7 —arg max —

<r<n-1 1 1 n
ST

G],r Oy Ji=r+1

Gdy nie sg znane a priori wartosci obu parametréw 6'5’,

przed zmiang i po c}ﬁr , to algorytm dla 7 ma postac:

n
in

i=r+l

.
in

i=l
7, =arg max 2y3(—+
1<r<n—1 O-O,r O-l,r

- rln(&&r )— (n— r)ln(é'ﬁ, )— n

Analiza struktury wielomianowych statystyk (23) - (26) po
raz kolejny potwierdza, ze wykorzystywanie metody MMW
dla wielomianu stopnia s =2 ma sens, gdy wspotczynnik

asymetrii rozktadu danych statystycznych y; #0.

(26) )+
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Statystyczne modelowanie oszacowania a posteriori
punktu zmiany

Na podstawie wynikéw powyzszej analizy opracowano w
Srodowisku programowym MATLAB pakiet oprogramowania
do modelowania statystycznego proponowanych semi-
parametrycznych procedur estymacji punktu zmiany
wartosci $redniej lub wariancji nie-gaussowskich szeregéw
losowych. Pakiet ten umozliwia modelowanie statystycznych
eksperymentéw zaréwno pojedynczych, jak i wielokrotnych
wedlug metody Monte Carlo, aby mozna bylo poréwnac
obliczeniowo  doktadno$¢ algorytméw  klasycznych i
proponowanych algorytmow wielomianowych.

Na rysunku 1b przedstawiono wyniki jednego =z
modelowan procedury estymacji punktu zmiany S$redniej

(6,=0, 6,=1) w nie-gaussowskim szeregu losowym o
parametrach o =1, y3=2 i y, =5 (rys.1a).

X

5 5 2
b) 0 30 100 150 200

Rys 1 - Przyktad szacowania a posteriori punktu zmiany wartosci
Srednie;j.
W procedurze tej zastosowano klasyczng wersje algorytmu
(2) do oszacowania a posteriori metoda MMP
(odpowiadajagcg MMW dla s =1) i algorytm wielomianowy
(12) MMW przy s=2(rys.2b). Podane wyniki wykazujg
wizualnie, ze dla statystyki wielomianowej stopnia s=2
uzyskuje sie potencjalnie wyzszg dokfadnosé¢, poniewaz ma
ona ostrzejszy wierzchotek w poréwnaniu do "rozmytego"
maksimum statystyki dla s=I (linia przerywana na rys 1b).
Wyniki pojedynczego eksperymentu nie wystarczajg
jednak do w petni wiarygodnego poréwnywania doktadnosci
algorytméw oceny statystycznej. W tym przypadku jako
kryterium do porownywania skutecznosci moze byc¢
stosunek wariancji oszacowan punktu zmiany zaburzen,
otrzymywanych przy doswiadczeniach powtarzanych
wielokrotnie dla tych samych wartosci poczgtkowych
parametrow modelu. Teoretycznie na wyniki modelowania
statystycznego algorytmoéw do estymacji a posteriori punktu
zmiany parametru moze wptywaé wiele czynnikow, w tym:
wzgledna wartos¢ zmiany parametru, wlasciwosci
probabilistyczne  (wspotczynniki  kumulantéw  wyzszych
rzedéw) prébki z nie-gaussowskiego szeregu losowego,
zakres dostepnych a priori informacji o warto$ciach zmian
parametrow. Ponadto, na doktadnos$¢ szacowania punktu
zaburzenia ma réwniez wplyw liczno$¢ prébki n, a na
doktadnos$¢ wyznaczenia wariancji ocen - liczba symulac;ji
m wykonanych metodg Monte Carlo dla jednakowych
warunkéw poczatkowych.
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Jako przyktad, na rysunkach 2 i 3 podano wartosci G,
otrzymane z modelowania statystycznego szeregu przy
m =2000 powtdrzeniach prébek o »n =200 danych.
Charakteryzujg one uzyskane metodg MMW zmniejszenie
ocen punktu zmiany wariancji wielomianu stopnia s=2 w
stosunku do otrzymywanych metoda klasyczna.

G 1]
e — 1
0.5 — .y e —— —
e b !
N .
.
h_h""-w— ----- O
0 q
0.25 0.5 0.75 1 1.25
soe 3=] ya=2 +44 V3= Ya=5
a) mam Y3=] y4=5 akk Y3=2 Y4=10
G21
0.5
1]
b)

Rys. 2 - Wartosci doswiadczalne wspotczynnikéw redukcji wariancji
G, dla ocen punktu zmiany $redniej:
e-e-0 znane wartosci Sredniej,
=-m-m znane wartosci sredniej przed zmiang,
+-¢-¢ nieznane wartosci sredniej.

Rysunek 2a przedstawia zaleznosci G, od wzglednej
wartosci zmiany q:(ﬁl—ﬁo)/a, uzyskane dla réznych
wartosci wspofczynnikéw asymetrii 5 i kurtozy y,, a
rysunek 2b - zaleznosci G, od y; przy 7, =10 i ¢=0,5
dla réznej wielkosci informacji a priori o wartosciach
$rednich szeregéw losowych przed i po punkcie zmiany.

Rysunek 3a (na nastepnej stronie) przedstawia
zaleznosci wartosci G, od wartosci wzglednej zmiany
wariancji Dzalz/ag uzyskane dla réznych wartosci
wspotczynnikow asymetrii y5 i kurtozy y, . Za$ na rysunku
3b podano zaleznosci G, od y; (dla y, =10 i D=4),
otrzymane dla réznej znanej a priori informacji i kilku
wartosci zmiennych parametréw rozktadu.

Analiza tych i innych wynikéw doswiadczalnych
potwierdza  zatozenie teoretyczne o  skutecznosci
wielomianowych oszacowan punktu zmiany parametru w
szeregu losowym. W tym przypadku wzgledny wzrost
doktadnosci dla réznych wariantéw zadania w przyblizeniu

jest podobny i wynika z istnienia, lub braku informacji a
priori 0 wartosciach parametru podlegajgcego zmianie.
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Wzrost doktadnosci ocen nie zalezy znaczaco od
wzglednej wielkosci zmiany, ale przede wszystkim od
stopnia nie-gaussowosci rozktadu danych, wyrazonego
liczbowo przez wartosci bezwzgledne wspdtczynnikéw
kumulantéw wyzszego rzedu.

G| 1
-
.. N L
b |
0.5 o
- k-
N
o — -
t—— e 1
0 D
2 4 6 8 10
see Y3=]Y4=2 ++e Y3=D Ya=5
mam y3=] Yi=5 kkh Y3=27Y4=10
a)
G2 1
0.5
0 3
0 0.5 1 1.5 2 25 3"}’
b)

Rys. 3 - Doswiadczalne wartosci wspotczynnikow redukgji wariancji
ocen punktu zmiany wariancji:

e-e-o znane wartosci Sredniej,

m-m-m znane wartosci Sredniej przed zmiana,

+-¢-¢ nieznane wartosci Sredniej.

Whnioski
Wyniki wykonanych badan prowadzg tacznie do
ogolnego wniosku o potencjalnie duzej skutecznosci

zastosowania metody maksymalizacji wielomianu (MMW)
do syntezy prostych w realizacji adaptacyjnych algorytméw
do szacowania punktéw zmiany parametrow w procesach
stochastycznych o statystykach nie-gaussowskich.

Nowoscig o charakterze naukowym jest opracowanie
oryginalnego podejscia do tworzenia semi-parametrycznych
algorytméw dla estymacji w trybie aposteriori punktu zmiany
parametrow  szeregu losowego z  wykorzystaniem
wielomianéw stochastycznych.

Z wielu mozliwych kierunkéw rozwoju tej metody powinno
sie uwzglednic:

» zwiekszenie stopnia wielomianu stochastycznego dla
uzyskania bardziej skutecznych rozwigzan zagadnienia,
zwlaszcza dla nie-gaussowskich szeregdw losowych o
rozktadach symetrycznych;

* analize wptywu doktadnosci wyznaczania parametréw
modelu nie-gaussowskiego (statystyki wyzszego rzedu) na
stabilnos¢ algorytméw wielomianowych dla szacowania a
posteriori punktu zmiany;
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» synteze wielomianowych algorytméw do szacowania
punktu zmiany innych parametréow (wspétczynnikdéw regresji
i korelacji) oraz potozenia punktu réwnoczesnej zmiany
kilku parametréw procesu (np. $redniej i wariancji).

Przewiduje sie, ze zaréwno opisang tu metode
wykrywania aposteriori punktu T zmiany parametru procesu
stochastycznego jak i metody w czasie rzeczywistym, w tym
polskie badania teoretyczne [13], bedzie mozna
wykorzysta¢ w oprogramowaniu systemow pomiarowych do
biezgcych badan parametréw takich proceséw [14].
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