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Model matematyczny uktadu elektromechanicznego z diugim

sprezystym watem napedowym

Streszczenie. W pracy poddano analizie procesy elektromechaniczne w uktadzie napedowym o sprezystej transmisji ruchu rozpatrywanym jako
uktad o roztozonych parametrach mechanicznych. Badany uktad skfada sie z silnika indukcyjnego, ktéry przekazuje ruch obrotowy poprzez dtugi
sprezysty wat napedowy. Do watu podifgczone sg szeregowo w réznych jego punktach odbiorniki mocy mechanicznej. Do sformutowania
rézniczkowych réwnan stanu wykorzystano metode, ktéra opiera sie na modyfikacji zasady Hamiltona.

Abstract. In the paper the analysis of electromechanical processes in a drive system based on an elastic transmission of mechanical power is
presented. The distributed mechanical parameters of the system are considered. The investigated system includes an induction motor, that transmits
the mechanical power via a long elastic driving shaft. The mechanical loads are applied in series to the various points of the shaft. The method
based on the modification of the Hamilton’s principle are used in order to formulate the state differential equations. (The mathematical model of

electromechanical system with a long elastic shaft)

Stowa kluczowe: zasada Hamiltona-Ostrogradskiego, Euler-Lagrange’a system, zespdl elektryczny, transformator mocy
Keywords: Hamilton-Ostrogradsky’s principle, Euler-Lagrange’s system, electrical set, power transformer

Wstep

W pracy poddano analizie uktad napedowy z dtugim
sprezystym elementem transmisji ruchu. Badany uktad
elektromechaniczny skfada sie z silnika indukcyjnego, ktory
napedza dtugi wat, do ktérego przytozono momenty
obcigzenia w réznych punktach na jego dtugosci. Schemat
ogolny analizowanego uktadu napedowego przedstawiono
w rys.1, a obliczeniowy na rys. 2.
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Rys. 1 Schemat ogdélny uktadu napedowego
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Rys. 2. Schemat obliczeniowy uktadu napedowego

Model matematyczny uktadu.

Dla sformowania modelu matematycznego przedstawiono
rozszerzony funkcjonat dziania wg Hamiltona [1, 2]. Przyjeto
nastepujgce uogolnione wspotrzedne: tadunki elektryczne w

uzwojeniach  silnika - ¢ . =0 004 O
Orss O » O » Katy obrotu wirnika silnika oraz korica watu
napedowego - ¢, =y,, ¢, =7,=0", a takze jako

uogolnionych wspdtrzednych: katy obrotu dlugiego watu
napedowego q,(x=09,(x1), m=12,..,N Jako
uogélnionych predko$ci — odpowiednio prady w tych
uzwojeniach ¢, ((¢)=i_.(t) i predkosci kagtowe wirnika oraz
napedzanego mechanizmu, ¢, =o,, ¢, =o,=o", a takze
predkoéci watu ¢, (x,t) = 8q,,(x,t)/0t = o(x,1) ..

Zmodyfikowana funkcja Lagrange’a oraz jej gestosc
liniowa przyjmujg nastepujgca postac [1 — 3]:

1) L=T-P+®-D, L,=T,-P+®,-D,,

gdzie: L' — zmodyfikowana funkcja Lagrange’a, L -
gestosé liniowa zmodyfikowanej funkcji Lagrange'a 7° —
koenergia kinetyczna, P° — energia potencjalna, o -
energia dyssypacji, D' — energia niepotencjalnych sit
zewnetrznych, 7, B, ®,, D, — gestosci wspomnianych
funkcji. Elementy lagrangianu (1) opisujg nastepujace
zaleznosci:

- g 2 (m)y2
@7 = U‘I’S/dzsl-rjll’ dzml 7"”;‘”1 +7J"(‘;1 r,
Jj=1
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(3) P=—"———"/ j=4,B,C,

‘ (0) 2
2 v, (0] — o)) d
+ Pyl AT+ BT T,
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(5) D = ijus/zsldr zj j M(o!")do"dt,

n=lqg ¢

2(@hj’ _I(&Ej '

gdzie S,R - indeksy stojana i wirnika, W

J 2
(mz:p;(@%},ez

— catkowite

sprzezenia magnetyczne, 1,7 — rezystancje uzwojenia

stojana i wirnika maszyny, ug — napiecie fazowe zasilania
silnika, o(x,t) — katy obrotu linii watu napedowego,
o(x,1) =0¢(x,t)/ ot — predkos¢ katowa linii watu, G — modut
sprezystosci poprzecznej, & — wspotczynnik rozproszenia
wewnetrznego, x — biezgca wspotrzedna wzdtuz linii watu

napedowego, p - gesto$¢ materiatu, J, — biegunowy

moment bezwtadnosci.

Podstawiajgc zaleznosci (2) — (5) do rownania (1) i
wyznaczajgc funkcjonat dziatania wg Hamiltona [1, 2]
uzyskano wariacje tego funkcjonatu i przyréwnano je do
zera. Z uwzglednieniem jawniej niezaleznosci miedzy
predkosciami uogélnionymi, oraz uwzgledniajgc zaleznosc
opisujgcg moment elektromagnetyczny dla silnika
indukcyjnego [1, 5]:
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o, o
aYl alk
a takze wykorzystujgc twierdzenie o pochodnej catki za jej
gornym brzegiem [1] ofrzymano réwnania opisujace
analizowany ukfad elektromechaniczny.

d¥y

[w.di, =, ﬁjwmdimzo, k#m,
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(8) TtSZUS —rIgig,
11
© Tl nil -0
do 1
(10) 7;: 7 (Clﬁz((Pi()) _“/1)""/1,2(0350) _0‘)1)+MEM) )
EM

’p(x,1) :§32¢(X,f)+i52w(X,f).
or’ p o’ o o’

P

(11)

Nastepnie, do réwnan (4) zapisano réwnania
stacjonarnych powigzan miedzy strumieniami skojarzonymi
oraz pradami silnika [1]

(12) ¥ = a;ISiS tyg, Y= “’;}(iR W

v, =1 (g +y), L, =1, yy=Tly,,
gdzie: y — macierz roboczych sprzezeh magnetycznych,

L,, — indukcyjno$¢ magnesowania maszyny, t — gtéwna
odwrotna statyczna indukcyjnos$c.

Rozwigzujgc razem wyrazenia (4) i
zaleznosci opisujace prady [1]

(8) otrzymano

di . .
(13) 7; =Ag(-ug —rlg) + A (-Q¥, —1ydp)

di, . . .
(14) I = Ags(—ug =K ) + AR (-QW¥, — 1y i) + QU
gdzie: Ag,Agr, Agg, Ap — wspolczynniki zalezne od
indukcyjnosci  rozproszenia i magnesowania silnika

indukcyjnego, @ — macierz predkosci katowych [1].

Moment silnika indukcyjnego wyznaczono z zaleznosci

[1I:

(15) M gyr =~B3polispikg —issing) /<.

gdzie p, — liczba par biegunéw maszyny, t — odwrotna
statyczna indukcyjno$¢ maszyny.

Do réwnania (13) warunki brzegowe przyjmujg posta¢ (na
podstawie rysunkow 1, 2):

(16)

GJ op(x,t) +§8(u(x,t)
"o |, Ox

x=0

RSP (Vl - (Pﬁm(t)) TV, ((’31 - miO)(t)) =0,

17) J, do, JFGJ)a—(P +é6—m +M, =
dt " ox oo Xl
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(18) -0.

x=ls—0 x=ls—0

Roéwnania (11), (16) — (18) dyskretyzowano =z
wykorzystaniem metody prostych (réznic skonczonych) [1]
otrzymujac:

(19) do)io) _ 2|:C|,2 (yl _‘PEO))"'VLZ(O% _(DEO))J _
dt pJ ,Ax

2[1,6(9" — o) +&(0” - o) ]

pJ,(Ax)’ '
(0 2GJ ) ) )
(20 Lo L (o) - 20" +o0") +
dt (pJ,(Ax)+2J,)Ax
()
+—2&" (O)f)i) 20" + oY ) M7 ,
(pJ ,(Ax) +2J)Ax pJ ,(Ax)+2J,
oy ot _220(e o) et -]
dt J p(Ax)’ ’
do, G
(22) th = p(Ax)z ((P/H =20, + 0, ) +
+L(mk7, 20, +0,,), k=#i,
pJ ,(Ax)’
do,;
23 L=w, j=12,.,N.
(23) 5 O
Petnemu  catkowaniu  podlega uktad  réwnan
rézniczkowych:  (10), (13), (14), (19) - (23) z

uwzglednieniem wyrazenia (15).

Wyniki symulacji komputerowe;.

Do analizy numerycznej zostat wykorzystany uktad
elektromechaniczny z rys. 1. Silnik indukcyjny o danych
znamionowych: Py = 320 kW, Uy = 6 kV, In = 39 A,
o, =740 s'1, po =4, Jr =49 kgm2 oraz parametrach rg =

127 Q, Ry =021 Q, ag=389H", ap=70H", 1 =
0,038 m, I =023 m, a =0,005m, Jg =49 kgm*.

Krzywa magnesowania silnika dana jest w postaci:
v, =12,4arctg(0,066i,) . Parametry watu napedowego:

G=8,1-10"" N/m?, p=7850 kg/m®, Ix =4,5 m, d e[16-25]
cm, Eel[5-15] Nm?-s, Ax=0,05m.  Symulacja
komputerowa zostata przeprowadzona dla czterech
przypadkéw obliczeniowych w zaleznosci od $rednicy watu
napedowego. Momenty obcigzania trzech odbiorcéw byty
jednakowe i rowne po 1,33 kNm.

Obliczenia  przeprowadzono dla $rednic watu
napedowego: | przypadek obliczeniowy - d =16 cm, Il -
d=19 cm,lll- d=20 cmilV-d=25cm.

Na rysunkach 3, 4 przedstawiono przebiegi czasowe
pradu fazy A stojana silnika indukcyjnego oraz jego moment
elektromagnetyczny dla pierwszego przypadku
obliczeniowego. Analizujgc te przebiegi wida¢ catkowicie
normalny stan pracy maszyny.

Na rysunkach 5, 6 przedstawiono przebiegi czasowe
momentu sprezystosci w przekrojach wata w wezlach
dyskretyzacji o numerach 1, 2 oraz 71 — 72 dla pierwszego
przypadku  obliczeniowego symulacji komputerowe;.
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Wartosci momentéw znajdujg sie w zakresie momentéw
skretnych typowych dla takiego watu napedowego.

Rysunek 7 przedstawia czasowo-przestrzenny rozkfad
pola predkosci katowej w linii watu napedowego dla
pierwszego przypadku obliczeniowego w przedziale czasu
t€[0;0,06] s tzn. w pierwszym momencie rozruchu pracy

uktadu.
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Rys. 3. Przebieg czasowy pradu fazy A stojana silnika dla
pierwszego przypadku obliczeniowego
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Rys. 4. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego silnika
dla pierwszego przypadku obliczeniowego
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Rys. 5. Przebieg czasowy momentu sprezystosci w wale (punkty
dyskretyzacji nr 1, 2) dla pierwszego przypadku obliczeniowego
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Rys. 6 Przebieg czasowy momentu sprezystosci w wale (punkty
dyskretyzacji nr 71, 72) dla pierwszego przypadku obliczeniowego
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Rys. 7. Czasowo-przestrzenny rozktad pola predkosci katowej w
linii watow dla pierwszego przypadku obliczeniowego w przedziale
czasu t€[0; 0,06] s

Na rysunkach 8 — 9 przedstawiono czasowo-przestrzenny
rozktad momentu sprezystosci w linii watu dla trzeciego
przypadku obliczeniowego w przedziale czasu ¢ e[0; 0,06]
oraz te[0,6;0,66] s. Tutaj wida¢ trzy czesci watu

napedowego, ktore odpowiadajg trzem strefom odbioru
mocy.
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Rys. 8. Czasowo-przestrzenny rozkiad pola mechanicznego
momentu sprezystosci w linii watéw dla drugiego przypadku
obliczeniowego w przedziale czasu ¢ €[0; 0,06] s
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Rys. 9. Czasowo-przestrzenny rozktad momentu sprezystosci w linii
watow dla drugiego przypadku obliczeniowego w przedziale czasu
te[0,6; 0,66] s

Rysunki 10 i 11 przedstawiajg rozkiady czasowo
przestrzenne momentu sprezysto$ci w wale napedowym dla
trzeciego przypadku obliczeniowego symulacji
komputerowej w przedziale czasu (e[2,94;3,0] i
t €[5,54; 6,0]. Na rysunku 11 dobrze wida¢ kwazi-ustalony

stan uktadu, w ktérym trzy strefy odbioru mocy sg jawnie
uwidocznione.

7



>
<A
L7

o S\
i
i "ZX’,\X"\‘/%"

{7 Nes

ooy t{:"
=
(7

%
{7

2,94

*‘2"" i\
\\i\\,z;:,:;‘\)',;\;\,\iﬁ\!g 7
\\"‘%‘(“"‘,‘l 2>

\ Verse)
>2,99

2,96

Rys. 10. Czasowo-przestrzenny rozktad momentu sprezystosci w
linii watéw dla trzeciego przypadku obliczeniowego w przedziale
czasu t€[2,94;3,0] s

Rys. 11. Czasowo-przestrzenny rozktad momentu sprezystosci w
linii watéw dla trzeciego przypadku obliczeniowego w przedziale
czasu t€[5,54;6,0] s

Rys. 12. Czasowo-przestrzenny rozktad momentu sprezystosci w
linii watow dla czwartego przypadku obliczeniowego w przedziale
czasu t€[5,94; 6,0] s

Rysunek 12 przedstawia czasowo-przestrzenny rozktad
momentu sprezystosci w linii watu dla czwartego przypadku
obliczeniowego w przedziale czasu te[5,94;6,0] s. W

poréwnaniu do rozktadow w poprzednich przypadkach
obliczeniowych widac praktycznie brak oscylacji zaleznosci
momentu, co wynika z duzej wartosci $rednicy watu jak
réwniez od wspotczynnika dyssypaciji.

Whioski

W artykule przedstawiono analizie prace uktadu w
stanach przejsciowych podczas rozruchu i przy zmianie
obcigzenia w réznych punktach watu napedowego. Na
podstawie uzyskanych wynikéw symulacji komputerowych
dokonano analizy  proceséw  elektromechanicznych
zachodzgcych w elektrycznych uktadach napedowych z
diugimi elementami sprezystymi. Analiza ta pozwala na
wyeliminowanie wielu probleméw dotyczgcych uktadéw
napedowych z dtugimi sprezystymi watami, juz na etapie
projektowania

Wykorzystanie rozszerzonego funkcjonatu dziania wg
Hamiltona pozwolito tworzy¢ modele matematyczne
skomplikowanych uktadéw elektromechanicznych, ktére
opisuje sie zaréwno teorig pol (elektromagnetycznego i
mechanicznego) oraz teorig obwoddéw, co w przypadku
ogolnym pozwala formowa¢ réwnania stanu uktadu
wytgcznie z jedynej koncepcji elektromechanicznego
przetwarzania energii.

Na podstawie wynikbw symulacji komputerowe;j
przedstawiono w pracy obraz ruchu fali sprezystej wzdtuz
linii watu napedowego w formie czasowo-przestrzennych
rozktadow zaleznosci funkcyjnych.
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