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Poréwnanie bledu w ocenie wartosci temperatury przewodu
cylindrycznego przy adiabatycznym i konwekcyjnym
odprowadzaniu ciepta podczas nagrzewania zwarciowego

Streszczenie. W pracy oszacowano warto$¢ btedu jaki popetnia sie zaktadajgc adiabatyczny warunek brzegowy zamiast konwekcyjnego przy
zwarciu. W tym celu poréwnano krzywe rozgrzewu w warunkach konwekcyjnych i adiabatycznych przy tym samym prgdzie zwarcia. Badania
przeprowadzono dla okrggtego szynoprzewodu DC. Zaktadano przy tym rézne wspoéiczynniki przejmowania ciepta z powierzchni zewnetrznej jak
réwniez rozne jego przekroje. Zagadnienie brzegowego-poczgtkowe nagrzewania adiabatycznego rozwigzano przy wykorzystaniu funkcji Greena. Z
kolei zagadnienie przy konwekcyjnym warunku brzegowym rozwigzano wykorzystujgc zaleznosci wyprowadzone w dostepnej literaturze oraz
superpozycje sktadowych pola.

Abstract. The value of error, which is made by assuming adiabatic boundary condition instead of a convection condition during short circuit was
estimated in the paper. For this purpose the heating up curves between adiabatic conditions and convection were compared for the same short-
circuit current. The round busbar DC was studied. Different coefficients of heat transfer from the outer surface and various cross-sections were
assumed. The adiabatic boundary-initial problem was solved by using Green's functions. On the other hand, the convection boundary problem was
solved using relations were derived in the available literature and the superposition of the field components. (Comparison of the error in
estimation of cylindrical lead temperature by adiabatic and convection heat dissipation during short-circuit heating).

Stowa kluczowe: analityczne metody teorii pola, nieustalony przeptyw ciepta, okragty szynoprzewoéd DC, zwarcia w przewodach
Keywords: analytical methods of the field theory, transient heat flow, round busbar DC, shorts-circuit in leads

Wstep gdzie: T(rt) — przestrzenno-czasowy rozkiad pola
W analizie termicznych skutkow zwaré kabli i temperatury w szynoprzewodzie, r — wspétrzedna radialna,

przewoddw zwykle pomija sie wymiane ciepta z otoczeniem  t-— czas.

traktujgc proces nagrzewania jako adiabatyczny. Takie

podejécie jest uzasadnione krétkim czasem trwania A) vyl B) ov(r,t) ~ %2 (y(R,1))

zwarcia, w ktéorym uktad nie zdazy oddac¢ ciepta bez or |_g o |_r A

wzgledu na rodzaj warunku brzegowego. Przyjmuje sie, ze
proces nagrzewania adiabatycznego mozna zatozy¢ do
czasu nie przekraczajacego jednej dziesigtej statej
czasowej uktadu [1], [2]. Wynika z tego celowos$c
teoretycznego okreslenia wartosci btedu jaki sie popetnia
przyjmujgc adiabatyczny warunek brzegowy zamiast R]
konwekcyjnego. W zwigzku z tym, w pracy poréwnano v (1)

krzywe rozgrzewu przy adiabatycznych i konwekcyjnych :
warunkach brzegowych przy tym samym pradzie zwarcia.
Badania przeprowadzono dla okragtego szynoprzewodu DC
przy roznych wspofczynnikach przejmowania ciepta jak
réwniez przy roznych jego przekrojach. Przed wystgpieniem
zwarcia zatozono, ze uktad miat poczatkowy rozktad
temperatury wynikajgcy z przeptywu pradu obcigzenia w
warunkach konwekcyjnej wymiany ciepta. Odpowiednie
obliczenia przeprowadzono metodami teorii pola. W przy-
padku nagrzewania adiabatycznego zagadnienie brzegowo-
poczatkowe rozwigzano przy wykorzystaniu funkcji Greena
[3], [4]. Z kolei przy konwekcyjnym warunku brzegowym  (2)
wykorzystano rozwigzania problemu dostepne w literaturze
[5], [6] bazujgce na metodzie rozdzielenia zmiennych w
potagczeniu z superpozycjg. Warto dodaé, ze w wyniku obli-
czeh wspomnianymi wyzej metodami otrzymuje sie rozwig-
zania w postaci wzoréw, ktére w duzym stopniu utatwiajg
dyskusje nad wptywem poszczegdlnych parametrow jak
réwniez interpretacje fizyczng otrzymanych rezultatow.

®"

= 4

Rys. 1. Przekr6j poprzeczny szynoprzewodu wraz z opisem
warunkéw brzegowych i poczatkowego

Przyrost (1) przy zatozeniu, ze dtugos¢ szynoprzewodu
jest znacznie wieksza od jego s$rednicy jest opisany nie-
jednorodnym réwnaniem przewodnictwa cieplnego [3], [7]

azv(r,t)+ Lov(rt) 1ov(rt) g,

al r o 4 a4

dla0<r<R,t>0, gdzie:

R - promien szynoprzewodu, y=A/(cd), A - cieplna
przewodnos¢ wiasciwa, ¢ - ciepto wlasciwe, & - gestosé,
g, = p,12 /(7*R*) - wydajnos¢ przestrzennych zrédet ciepta,
P, - opornos¢ wiasciwa, |, — natezenie prgdu zwarcia.
W  przypadku nagrzewania adiabatycznego
brzegowy jest postaci (rys. 1 A) [3], [7]

" . warunek
Brzegowo poczatkowe zagadnienia termiczne

Przedmiotem badan jest okraglty szynoprzewdd DC,

ktérego przekréj poprzeczny pokazano na rys. 1. Zatozono,
ze ukfad jest umieszczony w powietrzu o temperaturze T,.
W analizie rozwazanego problemu przyjeto state i
usrednione parametry materiatowe. Zagadnienie brzegowo
poczatkowe modelu dogodnie jest przedstawi¢ wzgledem

) ary
or g

Z kolei przy konwekcyjnej wymianie ciepta z otoczeniem,
warunek brzegowy jest nastepujacy (rys. 1 B) [3], [7]

przyrostu temperatury v(r,t) odniesionego do temperatury ov(r t)| a
otoczenia T, (4) ’ =——2Vv(R,1),
1) v(r,t)=T(r,t)-T,, o s A
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gdzie: a, - catkowity wspdiczynnik przejmowania ciepta z
powierzchni zewnetrzej szynoprzewodu.

Przed pojawieniem sie pradu zwarcia zatozono, ze
szynoprzewdéd miat poczgtkowy rozkiad temperatury
wynikajgcy z przeptywu pradu obcigzenia w warunkach
konwekcyjnej wymiany ciepta

(5) 7 AR

v(r,0) =v,(r) = %(R2 -y
|

gdzie: g, - jest okreslone identyczng zaleznoscig jak g, (po
zamianie I, - I, p, > p), o — catkowity wspdtczynnik
przejmowania ciepta w warunkach obcigzenia pragdem
diugotrwatym 1,. Poczgtkowy rozkfad (5) zaczerpnieto z pracy
[5]. Warto doda¢, ze mozna go otrzyma¢ z (2) dla stanu

ustalonego (M—)OJ po wykorzystaniu warunku
ot

brzegowego (4) (po zamianie odpowiednich indeksow).
Zaleznosci (2), (3), (5) tworzg zagadnienie brzegowo
poczatkowe przy adiabatycznym warunku brzegowym, zas
(2), (4) i (5) przy konwekcyjnej wymianie ciepta. Nalezy
dodaé, Zze wymienione wyzej zagadnienia réznig sie tylko
warunkiem brzegowym.

W obydwu wyzej opisanych zagadnieniach pominieto zmiane
rezystywnosci od temperatury, ktéra w duzym stopniu jest
kompensowana poprzez wyznaczanie roznicy krzywych
rozgrzewu w tym samych chwilach czasu i podobnych
wartosciach temperatury.

Rozwigzanie zagadnienia brzegowego poczatkowego
Zagadnienie brzegowo poczatkowe nagrzewania
adiabatycznego rozwigzano przy wykorzystaniu funkciji
Greena [3], [4]. Warto wspomnieé, ze nie zalezy ona od typu
wymuszenia jak réwniez umozliwia rozwigzywanie réwnan
rézniczkowych niejednorodnych bez koniecznosci
wyznaczania catek szczegdlnych. W pracach [3], [4]
zastosowano znane tozsamo$ci Greena i odpowiednie
wlasnosci  funkcji Greena do rozwigzywania réwnan
przewodnictwa cieplnego. Wyprowadzono ogdlne zaleznosci
catkowe opisujgce przestrzenno-czasowe rozktady pola przy
réznych warunkach brzegowych. W rozwazanym przypadku
(jednorodnych) adiabatycznych warunkéw brzegowych
rozwigzanie problemu (2), (3), (5) w ukitadzie cylindrycznym
mozna przedstawi¢ za pomocg sumy catek [3], [4]:

R tR
©)Mr.t)=[G(r.L.r,z=0W()rdr +§ [[er.tr.g,rdrdz
0 00

gdzie G(r,t.,r',7) - funkcja Greena czasu i pofozenia.
Pierwszy wyraz zaleznosci (6) opisuje udziat warunkéw
poczgtkowych w rozkfadzie v(rt), drugi z kolei okresla
wplyw przestrzennych zrédet ciepta g,. W celu obliczenia
rozktadu (6) konieczna jest znajomos¢ funkcji Greena.
Jedng z metod jej wyznaczenia jest rozwigzanie
zagadnienia pomocniczego (jednorodnego) w odniesieniu
do oryginalnego inng metodg np. rozdzielenia zmiennych,
funkcji wiasnych itp. Nastepnie poprzez odpowiednie
poréwnanie tak otrzymanego rozwigzania, z rozwigzaniem
identycznego problemu ale wyrazonym w zaleznosci od
funkcji Greena, istnieje mozliwos¢ jej odczytania [3], [4]. W
zwigzku z tym, rozpatrzono nastepujgce zagadnienie
pomocnicze

@) azw(zr,t)+ lop(rnt) 1
or r or y ot
da0<r<R,t>0,

(8)
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(9) w(r,t=0)=F().

gdzie: y(r,t) — przestrzenno - czasowy rozkfad temperatury,
F(r) — dowolny rozkfad warunku poczatkowego.

Zgodnie z metodg separacji zmiennych [5], [7], rozdzielajgc
zmienne czasu i potozenia w (7), otrzymano

2

20y
(10)  w(r,t)= ZC Jo(yn—)e “R* dla 0<r<R, t>0.
n=1
gdzie: » — wartosci wilasne zagadnienia brzegowo-

poczatkowego, Jo(z) — funkcje Bessela zerowego rzedu,
C, — wspotczynniki funkcji wlasnych. Po podstawieniu (10)
do (8) otrzymano réwnanie wartosci wtasnych

(1) 3, (7)) =0,

gdzie pierwsza warto$¢ wtasna » =0. W celu wyznaczenia
wspotczynnikow C, w (10) podstawiono (10) do (9)

& r
(12) ZCnJo(ynE)zF(r) da 0<r<R.
n=1

r
Zaleznos$¢ (12) pomnozono odpowiednio przez rJO(;/m Ej

(dla y,=0) oraz przez r w przypadku =0, po czym
scatkowano tak otrzymane zwigzki wzgledem wspoirzednej
radialnej r w przedziale <0,R>. Ostatecznie po
wykorzystaniu ortogonalnosci funkcji Bessela [5], [7] i
réwnania wartosci wkasnych (11) otrzymano

R
(13) c,= j F(r)dr+—j F(r)JO(;/n—)dr,
0 Jo(?’n 0

gdzie wydzielono pierwszy wyraz dla =0.

Nastepnie zamieniono r — r pod catkami i podstawiono
(13) do (10). Po odpowiednim uporzadkowaniu otrzymano

© Jo(7n ) r - %
Z ( ) 0(7nﬁ)

R aJ
gdzie sumowanie w (14) zaczyna sie od niezerowej wartosci
wiasne;j.
Z kolei rozwigzanie pomocniczego zagadnienia (7), (8), (9)
zapisane w zaleznosci od funkcji Greena zawiera w sobie
tylko jeden skiadnik zwigzany z niezerowym rozkladem
poczatkowym [3], [4]

R
14) .t :f FE(rr,
0

R
(15) y(r.t)=[G(r.t.r, r=0)F(ryrdr
0

gdzie G(rt,r',7=0) - funkcja Greena przy =0, F(r) — dowolny
rozktad warunku poczgtkowego.

Z poréwnania zaleznosci (14) i (15) odczytuje sie funkcje
Grena dla =0, za$ ostatecznie po zamianie t—t-z [3], [4]
poszukiwana funkcja jest nastepujgcej postaci

r
2 ® J0(7nﬁ)\] ( r —Z;g(t 7)
2 Yolhng

R2 n=1 ‘]g(yn) R

Po znalezieniu funkcji Grena (16) mozna juz skorzysta¢ z
rozwigzania (6). Po podstawieniu (16) do (6), obliczeniu
odpowiednich catek, uwzglednieniu (1), (11), otrzymano
przestrzenno-czasowy rozkfad temperatury przy
nagrzewaniu adiabatycznym

(16)G(r.t,r,7)=—+
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(17)

2 2
T (rp=T, + IR GR OR

81  2¢ A A
dla 0<r<R, t>0, oraz dodano indeks A w odniesieniu
do (1). Wszystkie sktadniki w (17) oprocz T, i ostatniego
odpowiadajg za wyrdwnanie poczatkowego rozkiadu
temperatury w warunkach adiabatycznych. Ostatni sktadnik
w (17) przedstawia liniowg zaleznos¢ od czasu zalezng od
wartosci pragdu zwarciowego.

Rozwigzanie zagadnienia brzegowo-poczgtkowego (2),
(4), (5) przy konwekcyjnej wymianie ciepta mozna znalez¢
w literaturze [3], [5], [6]. Trudno sie jednak doszukaé roz-
wigzania, w ktdorym generowane pole termiczne pochodzi
jednoczesnie od wymuszenia (zrédfa ciepta) oraz warunku
poczatkowego. Poniewaz jednak zagadnienie (2), (4), (5)
jest liniowe mozna dokona¢ odpowiedniej superpozyciji skta-
dowych pola i wéwczas skorzysta¢ z rozwigzan przedsta-
wionych w [3], [5], [6]. W zwigzku z tym, rozwigzanie
problemu (2), (4), (5) mozna przedstawi¢ w postaci sumy

(18)

n=1 /n

T(r,t) =T, +v,(r,t)+Vv,(r,t), gdzie

T«(rt) — przestrzenno-czasowy rozkiad temperatury w
warunkach konwekcyjnej wymiany ciepta, v (r,t) — przyrost
temperatury pochodzacy od zrodta ciepta g, przy w(r)=0
(rys. 1), w(rt) — przyrost temperatury wynikajgcy z
poczatkowego rozktadu w(r) przy g,=0. Wykorzystujgc
wyprowadzone zaleznosci w pracach [3], [5] przy
uwzglednieniu warunku poczatkowego (5), po odpowiednim
zgrupowaniu wyrazen i ich uproszczeniu, w rezultacie
otrzymano

ba
00 r x5t
(19) TK<r,t>=To+vK<r>+ZDnJo<ﬂn§>e i

n=1

dla 0<r<R, t>0, gdzie:

(20)  ve(n= i(R2 -r?) L GR przyrost sktadowej
42 2a,
stacjonarnej,
BRI (B -9y L R0, ()01 - 9,)
(21) D. = o o

n

ABr (35 (B)+IT(B)

oraz rownanie wartosci wtasnych

ﬁnJl(ﬂn)_%RJo(ﬁn) =0.

Zaleznos¢ (19) opisuje przestrzenno czasowy rozkitad
temperatury przy brzegowym warunku konwekcyjnym.
Warto uzupetnic, ze rozwigzanie zagadnienia (2), (4), (5)
rébwniez mozna byto otrzymac przy wykorzystaniu funkcji
Greena lub tez metodg rozdzielenia zmiennych bez
wykorzystania superpozycji (18).

Nalezy jeszcze wyznaczyé termiczng statg czasowg
uktadu w warunkach konwekcyjnej wymiany ciepta,
niezbedng do okreslenia czasu poréwnania krzywych
rozgrzewu. W tym celu wykorzystano kryterium usrednionej
(lokalnej) statej czasowej [8], [9], [10]

7Tl t) v (1) =T,
T(r)_;[T(r,t :tO)—vK(r)—T .

0o

(22)

(23)

gdzie: v (r) — skiadowana stacjonarna. Po podstawieniu
(19), (20) do (23) i scatkowaniu otrzymano usredniong statg
czasowg szynoprzewodu

J,(7,) r ’ZLHZ‘ V4
" 3,(ra o) R +0, Lt
Z 2\]5( n) 0(7/n R) +gz

L
R ZDnJo[ﬁn ;j/ﬂr%
7(r)=—n= -

(24) dla 0<r<R,

gdzie ograniczono szereg do L wyrazéw. Z powyzszej
zaleznosci (24) wida¢, ze usredniona stata czasowa zalezy
od punktu potozenia r.

Przyktady obliczeniowe

W programie Mathematica [11] opracowano program
wyznaczajacy rozktady pola zaréwno przy adiabatycznym
jak i konwekcyjnym warunku brzegowym. Jako przyktad
obliczeniowy wybrano okragly aluminiowy szynoprzewdd
DC. Przyjeto nastepujgce dane: T,=25°C, A=229W/(mK),
c=910J/(kgK),  5=2720kg/m*®,  p,(T=125°C)=4,3026-10m,
1,=3kA, L=25. Dla poczgtkowego rozktadu (5) zatozono:
A(T=40°C)=3,2724-108m, 1,=250A, ;=13W/(m?K).
W powyzszym zestawie danych przyjeto niezbyt duzg
wartos¢ prgdu zwarciowego |, co zostato podyktowane
stosunkowo dilugim przedziatem czasu analizy. Dane
dotyczace warunkéw poczatkowych (o oraz o) przyjeto dla
mniejszej wartodci temperatury.

W celu oszacowania warto$ci btedu zastgpienia
warunku konwekcyjnego adiabatycznym zbadano wzgledne
réznice krzywych rozgrzewu wedtug zaleznosci

Ta(r, ) =Ty (r,1)
T (r,1) '

Z uwagi na duzg wartosc¢ cieplnej przewodnosci aluminium
a co z tym zwigzane duzg réwnomiernoscig rozktadu pola,
wyniki obliczeh przedstawiono dla jednego punktu r=R. Na
rys. 2 zilustrowano czasowe przebiegi temperatury przy
adiabatycznym i konwekcyjnym warunku brzegowym przy
réznych  wspdiczynnikach  przejmowania ciepta dla
r=R=0,008m (dla przekroju $S=201mm?). Z kolei na rys. 3
przedstawiono wzgledne réznice krzywych rozgrzewu (25)
réwniez dla ré6znych wspoétczynnikow przejmowania ciepta o
przy tym samym promieniu jak wyzej. Na rys. 4
przedstawiono (25) przy statym a=20,5W/(m?K) ale w funkgcji
zmian promienia szynoprzewodu (czyli dla réznych jego
przekrojow). Z kolei w tabeli 1 zestawiono obliczenia
wartosci wzglednej roznicy (25) dla jednej dziesiatej statej
czasowej przy réoznych promieniach (przekrojach) i roznych
wspotczynnikach przejmowania ciepta.

(25) 100%

250

W
— adiabats “[W}
a00 L™ a=10 /
—— =205
—— a=40
g
— 150
©
E
g
g
g 100
2
50
0 T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Czas[s]
Rys. 2. Czasowe przebegi temperatury na obwodzie

szynoprzewodu przy adiabatycznych i konwekcyjnych warunkach
brzegowych dla r=R=0,008m

Dokonano  rowniez  weryfikacji  obliczen  przy
wykorzystaniu metody elementéw skonczonych [12], [13].
W rezultacie, zarowno dla adiabatycznego jak i konwek-
cyjnego warunku brzegowego wyniki w odniesieniu do me-
tody elementéow skonczonych réznig sie nie wiecej niz

PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 91 NR 5/2015 99



A)

0,01°C w zakresie temperatury do 250°C. Zatem wyprowa-
dzone zaleznosci (17), (19) nalezy uznac za doktadne.

: -~
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Rys. 3. Wzgledne rdznice krzywych rozgrzewu w adiabatycznych i

konwekcyjnych warunkach brzegowych przy réznych
wspotczynnikach przejmowania ciepta dla r=R=0,008m

— R=00Im
—— R=0,008m

T~ —— R=0,00399m //
8

Wzgledne réznice [%]

Czas|[s]

Rys. 4. Wzgledne rdznice krzywych rozgrzewu w adiabatycznych i
konwekcyjnych warunkach brzegowych przy r=R dla réznych
promieni szynoprzewodu przy a=20,5W/(m?K)

Whnioski
Krotkie nagrzewanie pragdem zwarciowym powoduje, ze
czasowe przebiegi temperatury zaréwno dla

adiabatycznego i konwekcyjnego warunku brzegowego sg
podobne do siebie, zwtaszcza dla mniejszych czasow (rys.
2). Wraz z uptywem czasu nastepuje jednak wyrazne
rozdzielenie sie wspomnianych krzywych, szczegolnie przy
rosngcym wspotczynniku przejmowania ciepta. Powyzszy
wniosek ma rowniez swoje potwierdzenie na rys. 3, gdzie
pokazano wzgledne rdznice krzywych rozgrzewu (25)
pomiedzy adiabatycznymi a konwekcyjnymi warunkami
brzegowymi. Jak widaé z rys. 3, wieksze wartosci
wspotczynnika przejmowania ciepta powodujg wzrost
wartosci  wzglednych  réznic  (25). Przy  stalym
wspotczynniku przejmowania ciepta i zmniejszaniu sie
promienia szynoprzewodu (czyli dla mniejszych jego
przekrojéw) réwniez obserwuje sie wzrost wartosci
wzglednych réznic (25). Przy wartosci jednej dziesigtej
statej czasowej (tabela 1) wzgledne réznice (25) dla
réznych wariantéw (zmiany « i R) sg w graniach 4,4-
5,4%. Waznym parametrem kabli i przewodéw jest
jednosekundowa gesto$¢ pradu zwarciowego, ktérg zwykle
wyznacza sie do 5s. W tych warunkach wartosci (25) nie
przekraczajg 1,4% w najbardziej niekorzystnym przypadku.
Z powyzszego oraz tabeli 1 wynika, ze przyjecie warunku
adiabatycznego zamiast konwekcyjnego nie  wnosi
wiekszego btedu nawet dla tak diugiego czasu trwania
zwarcia (do jednej dziesiatej statej czasowej).

Warto doda¢é, ze proces wyréwnania poczgtkowego
rozktadu temperatury w warunkach adiabatycznych jest

100

natychmiastowy (wykresu nie zamieszczono). Trwa
zaledwie niecatg sekundeg, co spowodowane jest duzg
wartoscig cieplnej przewodnosci aluminium jak réwniez
niemal rébwnomiernym poczatkowym rozktadem
temperatury w catym obszarze szynoprzewodu. Stad w
celu uproszczenia obliczerh mozna przed zwarciem przyjaé
warunek poczatkowy ze statg wartoscig temperatury (np.
usredniong z (5)).

Tabela1. Wartosci  wzglednych  réznic  (25) dla réznych
wspotczynnikow  przejmowania ciepta i réznych  promieni
szynoprzewodu (réznych przekrojéw S)
promien | przekrdj wspotczynnik wartosc wzgledna
R S przejmowania 1/10 réznica
ciepta statej (25)
[m] [mm?] a czasowej
WI(m’K)] 1R] [%]
[s]
0,008 201 10 99 4,97
0,008 201 20,5 48,3 4,87
0,008 201 40 24,8 4,72
0,00399 50 20,5 23,5 5,41
0,008 201 20,5 48,3 4,87
0,01 314 20,5 60,4 4,39

B) Wykorzystanie funkcji Grena umozliwito wyprowadzenie
wzoréw opisujacych przestrzenno-czasowy rozktad pola w
szynoprzewodzie w warunkach adiabatycznych. Warto w
tym miejscu wspomnie¢, ze przy czesto stosowanej
metodzie rozdzielenia zmiennych w potaczeniu z
superpozycjg stanu ustalonego i nieustalonego ktopotliwe
jest uzyskanie rozwigzania z uwagi na brak stanu
ustalonego (pojawia sie liniowa zaleznos$¢ od czasu).

Artykut przygotowano w ramach projektu S/WE/1/13
realizowanego w Katedrze Elektrotechniki Teoretycznej i
Metrologii Politechniki Biatostockiej.
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