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Badania symulacyjne metod estymacji czasu opóźnienia 
sygnałów losowych wykorzystujących transformatę Hilberta  

 
 

Streszczenie. W artykule przedstawiono wyniki badań czterech korelacyjnych metod estymacji czasu opóźnienia, w których zastosowano 
transformatę Hilberta. W symulacjach wykorzystano wybrane modele wzajemnie opóźnionych sygnałów stochastycznych. Uzyskane wyniki 
porównano z wynikami otrzymanymi dla klasycznej korelacji wzajemnej. 
  
Abstract. The article presents the research results of the four correlation time delay estimation methods, in which the Hilbert Transform is applied. In 
the simulations selected models of mutually delayed stochastic signals were used. The obtained results were compared with the classical cross-
correlation procedure. (Simulation study of the methods for time delay estimation of random signals using Hilbert Transform) 
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Wstęp 
 W takich dziedzinach techniki jak radiolokacja, 
telekomunikacja, akustyka, diagnostyka medyczna, czy 
sejsmologia estymacja czasu opóźnienia jest bardzo 
istotnym zagadnieniem. Tematyka ta jest szeroko 
przedstawiana w literaturze, m.in. w pracach [1-5]. Do 
wyznaczania czasu opóźnienia sygnałów losowych, 
otrzymywanych z dwóch lub większej liczby źródeł, stosuje 
się metody statystyczne [6-13]. Do najbardziej znanych 
metod klasycznych, stosowanych głównie dla gaussowskich 
sygnałów stacjonarnych, należą: funkcja korelacji 
wzajemnej i faza wzajemnej gęstości widmowej [1-3, 6, 11-
13]. Modyfikacją metody korelacyjnej może być 
zastosowanie w miejsce sygnałów pomiarowych 
transformat Hilberta tych sygnałów lub otrzymanych z 
wykorzystaniem tego przekształcenia tzw. sygnałów 
analitycznych [14-20]. 
 W niniejszej pracy opisano możliwości wykorzystania 
transformaty Hilberta w korelacyjnych pomiarach czasu 
opóźnienia sygnałów losowych. Przedstawiono 
przykładowe wyniki badań symulacyjnych czterech metod 
dla modeli sygnałów odpowiadających sygnałom 
uzyskiwanym w radioizotopowych badaniach przepływów 
dwufazowych. Otrzymane odchylenia standardowe 
estymacji wartości badanych funkcji oraz czasu opóźnienia 
transportowego porównano z odpowiednimi wynikami 
uzyskanymi dla klasycznej korelacji wzajemnej. 
 
Zastosowanie transformaty Hilberta w korelacyjnych 
pomiarach czasu opóźnienia 
 Funkcja korelacji wzajemnej (FK) Rxy(τ) dwóch 
ergodycznych sygnałów x(t) i y(t) jest równa [6]: 

(1)  )]()([()(   tytxERxy  

gdzie E[·] oznacza wartość oczekiwaną, a τ – opóźnienie.  
FK osiąga wartość maksymalną dla τ = τ0, więc opóźnienie 
transportowe można wyznaczyć jako argument maksimum 
tej funkcji:  
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 Transformata Hilberta (TH) rzeczywistego sygnału x(t) 
daje rzeczywisty sygnał )(~ tx  zgodnie z definicją [12, 14]: 
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Transformata Hilberta możne być zastosowana do realizacji 
tzw. sygnału analitycznego: 

(4)    )(~)()()()( txjtxtxjHtxtx   

Moduł sygnału analitycznego: 
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nazywany jest obwiednią sygnału x(t). 
 W literaturze przedstawiono kilka możliwości 
zastosowania TH i sygnału analitycznego w korelacyjnych 
pomiarach czasu opóźnienia sygnałów losowych [12, 14-
20]. 
 W artykule [20] zaproponowano wykorzystanie do 
obliczeń funkcji korelacji wzajemnej TH sygnału 
opóźnionego )(~ ty  w miejsce sygnału y(t). Uzyskana w ten 

sposób funkcja FKH: 
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ma miejsce zerowe dla τ = τ0. Lokalizacji maksimum FK (1) 
odpowiada w tym przypadku poszukiwanie argumentu dla 
którego funkcja (6) przechodzi przez zero, co może być  
prostsze w realizacji.  
 Praca [14] zawiera analizę obwiedni FK określonej 
zależnością: 
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się. Właściwości funkcji obwiedni (7) omówiono w [14, 17]. 
 Jeśli do wyznaczania FK zastosuje się dwa sygnały 
analityczne - pierwotny i opóźniony, otrzymana zespolona 
FK przyjmie postać [12, 14]:  
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[14], moduł zależności (8) daje funkcję: 
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Dla τ = τ0 argumenty maksimów funkcji (1), (7) i (9) 
pokrywają się.  
 W pracy [12] omówiono zastosowanie do analizy 
korelacyjnej sygnałów zdefiniowanych następująco: 
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Otrzymana rzeczywista funkcja korelacji wzajemnej ma 
postać [11]: 
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Jeśli do obliczeń korelacji (10) zastosuje się sygnały 
centrowane otrzyma się funkcję wyrażoną wzorem: 
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Badania symulacyjne 
Modele sygnałów  
 W wielu zagadnieniach estymacji czasu opóźnienia 
zależność sygnałów x(t) i y(t) otrzymywanych z dwóch 
czujników przedstawia się wzorami [12]: 

(12a) )()()( tmtstx   
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gdzie: s(t) - stacjonarny dolnopasmowy sygnał losowy o 
normalnym rozkładzie prawdopodobieństwa N(0, σs), c -
 stały współczynnik (najczęściej c = 1); τ0 – opóźnienie 
transportowe; m(t), n(t) – stacjonarne, nieskorelowane z 
sygnałem s(t) i wzajemnie ze sobą szumy białe o 
rozkładach N(0,σm), N(0,σn).  
Przy przedstawionych wyżej założeniach dla modeli 
sygnałów (12) prawdziwe są relacje: 
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gdzie σx i σy oznaczają odchylenia standardowe 
odpowiednio sygnałów x(t) i y(t), a Rxx(·) i  Ryy(·) ich funkcje 
autokorelacji. 

 Dla szumów dolnopasmowych o ograniczonym paśmie 
częstotliwościowym B gęstość widmowa mocy sygnału 
s(t) ma postać: 
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a funkcja autokorelacji wyraża się równaniem: 
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 W zależności od rozpatrywanego zagadnienia w 
modelach (12) przyjmuje się: m(t) ≠ n(t) ≠ 0 lub 
m(t) = n(t) ≠ 0 albo m(t) = 0 i n(t) ≠ 0. W praktyce najczęściej 
stosuje się dwa ostatnie przypadki. 
 
Przykładowe wyniki  
 W celu porównania właściwości funkcji (6), (7), (9) i (11) 
w stosunku do klasycznej FK (1) przeprowadzono 
symulacje w środowisku LabVIEW. Generowano dyskretne 
sygnały stochastyczne x(n) i y(n), gdzie: n = t/Δt, Δt – odstęp 
próbkowania, odpowiadające modelom (12). Sygnał s(n) 

formowano z szumu białego przy zastosowaniu cyfrowej 
filtracji dolnoprzepustowej, zakłócenia m(n) i n(n) były 
gaussowskimi szumami białymi nieskorelowanymi z 
sygnałami x(n) i y(n). Parametry sygnałów dobrano w ten 
sposób, aby uzyskać przebiegi FK podobne jak w 
radioizotopowych pomiarach przepływu ciecz-gaz [21, 22]. 
 Dyskretny estymator FK obliczany był z zależności: 
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gdzie: N – liczba próbek, l = τ/Δt.  

Estymator ten zastosowano przy wyznaczaniu funkcji FK, 
FKH dla odpowiednich sygnałów oraz O1xy, O2xy i O3xy 
zgodnie z zależnościami przedstawionymi w rozdziale 
drugim. W przeprowadzonych symulacjach przyjęto σm = σn , 
więc stosunek sygnału do szumu (SNR) był równy: 
SNR = (σm/σs)

2 = (σn/σs)
2.   

 Na rysunku 1 pokazano przebiegi funkcji: FK, FKH, O1xy, 
O2xy i O3xy dla modeli sygnałów (12) i parametrów: względne 
pasmo B∆t  = 0,025, N = 100000, l0 = τ0/Δt = 100, c = 1, 
σs = 1, oraz σm  = σn = 0,5 (SNR = 4).  
 

 
 

Rys. 1. FK, FKH oraz O1xy, O2xy i O3xy dla modeli sygnałów 
stochastycznych (12). i parametrów: N = 100000, l0 = 100, c = 1, 
 SNR = 4. 
  
 Zwiększanie wartości σm  i  σn obniża SNR, co powoduje 
zniekształcenia przebiegu analizowanych funkcji. Przykład 
dla SNR = 0,25 przedstawiono na rysunku 2.  
 W pierwszym etapie badań dla zadanych wartości SNR 
wyznaczano eksperymentalne odchylenia standardowe 
wartości poszczególnych funkcji o otoczeniu l = l0 ze wzoru: 
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gdzie f oznacza rozważaną funkcję (FK, FKH, O1xy, O2xy  
lub O3xy) a M - liczbę powtórzeń eksperymentu.   
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Rys. 2. FK, FKH oraz O1xy, O2xy i O3xy dla modeli sygnałów 
stochastycznych (12). i parametrów: N = 100000, l0 = 100, c = 1, 
SNR = 0,25. 
 
W badaniach założono liczbę powtórzeń M = 104. Następnie 
obliczono wartości ilorazu: 

(18)     
  lFK

lf
lk f 


 ˆ

ˆˆ
  

Eksperymenty przeprowadzono dla N = 100000 i kilku 
wartości SNR. Wyniki dla l = l0 =100 zestawiono w tabeli 1. 
Najmniejsze wartości kσf (l0) otrzymano w kolejności dla 
funkcji: FK, O1xy, O2xy, FKH i O3xy. 
 

Tabela 1. Wartości współczynnika kσf (l0) otrzymane dla l0 =100  
Parametr 

Funkcja 

kσf (l0) 

SNR=4 SNR=1 SNR=0,44 SNR=0,25 
FK 1,00 1,00 1,00 1,00 

FKH 1,42 1,45 1,52 1,52 
O1xy 1,00 1,00 1,00 1,00 
O2xy 1,02 1,00 1,00 1,00 
O3xy 13,01 6,94 5,81 3,34 

 
 Na rysunku 3 pokazano przykładowe przebiegi 
unormowanych funkcji: FK, FKH, O1xy, O2xy i O3xy w otoczeniu 
l = l0 z zaznaczeniem przedziału jednego względnego 
odchylenia standardowego (17). Wartości poszczególnych 
funkcji unormowano w stosunku do ich wartości 
maksymalnych. Przyjęte wartości parametrów to: 
N = 100000, l0  = 100, c = 1 oraz SNR =  1.  
 W zasadniczym etapie badań dla każdej funkcji i tych 
samych parametrów analizy obliczono wartości 
eksperymentalnych odchyleń standardowych czasu 
opóźnienia   f0ˆˆ  oraz współczynnika 

0k  z zależności:  
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Rys. 3. Unormowane funkcje w otoczeniu l = l0  z zaznaczeniem 
przedziału jednego względnego odchylenia standardowego: a) FK, 
b) FKH, c) O1xy, d) O2xy, e) O3xy. 
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 W celu wyznaczenia estymat opóźnienia 0̂  

zastosowano aproksymację paraboliczną dla FK, O1xy, O2xy i 
O3xy oraz liniową dla FKH w otoczeniu l0 . Otrzymane wyniki 
zestawiono w tabeli 2.  
 
Tabela 2. Wartości 

0k uzyskane w eksperymentach 

Parametr 

Funkcja 
0k  

SNR=4 SNR=1 SNR=0,44 SNR=0,25 
FK 1,00 1,00 1,00 1,00 

FKH 0,31 0,16 0,15 0,15 
O1xy 3,21 1,93 1,80 1,85 
O2xy 3,20 1,93 1,82 1,83 
O3xy 4,20 2,65 2,92 3,37 

 
Na podstawie rezultatów z tabeli 2 można stwierdzić, że dla 
wszystkich przedstawionych wartości SNR najmniejsze 
wartości współczynnika 

0k uzyskuje się dla funkcji FKH.  

Podsumowanie 
 W artykule przedstawiono cztery opisywane w 
literaturze aplikacje transformaty Hilberta w korelacyjnych 
pomiarach czasu opóźnienia sygnałów stochastycznych. 
Podano wyniki badań symulacyjnych funkcji FK, FKH, O1xy, 
O2xy i O3xy dla modeli wzajemnie opóźnionych sygnałów 
losowych, odpowiadających sygnałom uzyskiwanym z sond 
scyntylacyjnych w radioizotopowych pomiarach przepływów 
dwufazowych. Wyznaczono i porównano odchylenia 
standardowe wartości poszczególnych funkcji oraz 
odchylenia standardowe estymat czasu opóźnienia 
określonych na ich podstawie. Stwierdzono, że najmniejsze 
wartości odchylenia standardowego wartości funkcji dla  
l = l0  w badanym zakresie stosunku sygnału do szumu 
mają w kolejności: FK, O1xy, O2xy FKH, i O3xy. Natomiast w 
przypadku estymacji czasu opóźnienia transportowego, co 
było głównym celem badań, najmniejsze wartości 
odchylenia standardowego estymat opóźnienia uzyskano 
dla FKH w całym analizowanym zakresie SNR.  
 Przedstawione w artykule badania wykonane zostały dla 
skorelowanych par próbek sygnałów, które zwykle rejestruje 
się w pomiarach przepływów z wykorzystaniem izotopów 
promieniotwórczych. Zagadnienie to jest znacznie 
trudniejsze do analitycznej analizy metrologicznej niż 
przypadek próbek nieskorelowanych, najczęściej omawiany 
w literaturze.  
 Wnioski wynikające z badań prezentowanych w artykule 
wykorzystano w pracach dotyczących aplikacji metody FKH 
w radioizotopowych pomiarach przepływów ciecz-cząstki 
stałe i ciecz-gaz w rurociągach [23, 24]. Autorzy prowadzą 
dalsze prace dotyczące zastosowania transformaty Hilberta 
w badaniach przepływów dwufazowych. 
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