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Model matematyczny napedu synchronicznego o podatnej
transmisji ruchu w fizycznych wspétrzednych pradéw (A-model)

Streszczenie. W pracy, na podstawie uogdlnionej interdyscyplinarnej metody wykorzystujgcej modyfikacje zasady Hamiltona z uwzglednieniem
rozszerzenia funkcji Lagrange’a sformutowano model matematyczny ukfadu napedowego z silnikiem synchronicznym o biegunach jawnych we
wspotrzednych fizycznych pradéw. Wat napedowy rozpatrywano jako podatny sprezysto-dyssypacyjny uktad transmisji ruchu. Réwnania
elektromechanicznego stanu przedstawiono w postaci Causze’go. Na podstawie sformutowanego modelu przeprowadzono obliczenia numeryczne.

Wyniki symulacji komputerowych przedstawiono w postaci graficznej.

Abstract. In the paper the mathematical model of a salient pole synchronous motor-based drive system is presented. The model was formulated for
the current reference frame on the basis of the generalized interdisciplinary method that uses a modification of Hamilton’s principle including
extending function of Lagrange. The transmission shaft is considered as an elastic and dissipative transmission system of mechanical power. The
equations of electromechanical state are given in Cauchy form. The numerical calculations based on the formulated mathematical model were
carried out. The results of computer simulations are presented as time dependencies. (Mathematical model of synchronous motor-based drive

with a susceptible transmission of mechanical power)
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Wstep

Napedy elektryczne z silnikami synchronicznymi sg
szeroko wykorzystywane w przemystowych ukfadach
napedowych przede wszystkim w przemysle chemicznym,
przetworczym i hutniczym. Zastosowanie tych napedéw nie
jest tak powszechne, jak uktadéw z silnikami indukcyjnymi,
jednak stosowane sg wszedzie tam, gdzie konieczne jest
zachowanie statej predkosci w procesie technologicznym,
niezaleznie od obcigzenia i innych warunkéw zewnetrznych.

W niniejszej pracy przedstawiono model matematyczny
uktadu napedowego z silnikiem synchronicznym, ktory
poprzez sprezysto-dysypacyjny wat napedowy jest
obcigzony zadanym  momentem  obcigzenia. Do
sformutowania modelu matematycznego analizowanego
uktadu napedowego wykorzystano interdyscyplinarng
metodg wariacyjng, ktéra opiera sie na modyfikacji
integralnej wariacyjnej zasady Hamiltona-Ostrogradskiego,
poprzez wykorzystanie rozszerzenia funkcji Lagrange’a o
dwa dodatkowe skfadniki [1]. Pierwszy sktadnik uwzglednia
rozproszenie energii w ukfadzie oraz drugi — uwzglednia
energie sit aktywnych i pasywnych o charakterze
niepotencjalnym. [1, 2, 4].

Model matematyczny uktadu.

Modelu zespotu elektrycznego, ktéry sktada sie ze zrodta
energii nieskonczonej mocy oraz silnika synchronicznego o
podatnej transmisji ruchu sformutowano drogg formowania
elementéw zmodyfikowanego lagrangianu [2]. Roéwnania

ekstremali tego funkcjonatu przedstawiajg = model
matematycznym analizowanego elektromechanicznego
uktadu napedowego [1].
Na rysunku 1 przedstawiono obliczeniowy schemat
analizowanego obiektu.
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Rys. 1. Schemat uktadu napedowego z silnikiem synchronicznym
Zmodyfikowana funkcja Lagrange’a przedstawiona jest
nastepujaca zaleznoscig [1, 4]:

(1) L'=T -P +0"-D",

gdzie L - zmodyfikowana funkcja Lagrange’a, T = -
koenergia kinetyczna, P* — energia potencjalna, o -

energia dyssypacji, D* — energia sil zewnetrznych [1, 2].

W jakosci uogolnionych wspétrzednych wykorzystano
tadunki w uzwojeniach (stojana i wirnika) silnika
synchronicznego, dla stojana : q,_,=Q, Q4. Qs i dla
wirnika: ¢, , =Qp, Qy, Q; , a takze katy obrotu wirnika oraz

jednostek inercyjnych napedu: g, A w jakosci

prady w
katowe

=YYa -
uogdlnionych  wspoirzednych  odpowiednio
wymienionych uzwojeniach oraz predkosci
jednostek inercyjnych: G, 5 =lg,, Igg, Isc s Gy =ips o, iy
d,s =, ®, Elementy zmodyfikowanego lagrangianu dla
uktadu elektromechanicznego przedstawionego na rysunku
1 opisane s3g nastepujgcymi zaleznosciami:
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gdzie: ¥,,¥, - strumienie skojarzane;

ce—8

r z indeksami
sRriDQ — rezystancje uzwojen maszyny; Mgy, — moment
elektromagnetyczny silnika, M(»,) — moment obcigzenia
silnika.

Podstawiajgc wyrazenia (2) do zaleznosci (1) i wyznaczono
funkcjonat dziatania wg Hamiltona-Ostrogradskiego [1].
Nastepnie obliczono wariacje tego funkcjonatu i dla
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uzyskania poszukiwanych réwnan modelu matematycznego
przyréwnano je do zera. Uwzgledniajac zaleznosc¢:

ate
(3) Mgy =—5.
oy
otrzymano réwnania ekstremali funkcjonatu. Innymi

stowami, uzyskano réwnania Eulera-Lagrange’a (model ¥ -
typu) [1, 2].

d¥g . dwy )
(4) T+r5|5j—u5j=0, Tm-H’mlm—Um:O, Up,Ug =0

dOq;
(5)%:%1’ i, j=ABC m=DQ.;
(6) o :‘T(MEM +C (V2 =YD V(e _‘”l)) ’
1
(7) o _T(Cl,z(YZ —1)+Vi(0) )+ M(0)) ;
2

dy, dy,
8) g, M2y
(8) prail Bl

Dla wyrazen (4), (5) rownania stacjonarnych powigzan
opisane sg nastepujgcymi rownaniami[5]:

9) Usa +Usg +Usc =0, Wgp+¥sg+W¥sc =0,

isa +isg +isc =0,  Wsp+Wsg+wsc =0.
Strumienie skojarzone z odpowiednimi uzwojeniami w
postaci wektorowej z uwzglednieniem réwnan powigzan (9)
przedstawiajg nastepujgce zaleznosci:

¥ u r. i
(10) d¥, —ug -1, :g sa || YUsa | | Ts s |
dt dt| W Ugg Is || isg
I’D
d¥ .
(11) dtR:uR—rRlR:a A
I'.f
Réwnania powigzan miedzy petnymi i roboczymi

strumieniami skojarzonymi maszyny [1] przedstawiono w
nastepujacej postaci:

(12) Wa _ 0‘;; [ + Ysa v= Yy
Ve 0‘;13 isg Wsq Vq
Y, ap 1 1
(13) [¥ |=[ [ag el = [1];
¥, o 1] |He 1
(14) v =By, yg :Hil\Va Iy, E‘Vsn» ig E(iDsiQnif)T’

gdzie: y — robocze strumienie skojarzane B — macierz to-

pologiczna, II, | - prosta i odwrotna macierz Parka [5]:

(15) m = l —sin(pyy, —120°) | sin(p,y,)
3| —cos(pyy, —120°) | cos(pyy)) |’
(16) m = cos(Pyy,) —sin(pyy,)
cos(p,y, —120°) | —sin(p,y, —120°) |’

gdzie: p, — liczba par biegundéw maszyny

Réwnanie powigzahh miedzy roboczym strumieniem
skojarzonym oraz prgdami maszyny opisuje zaleznos¢ [5]:

(17) ¥ =Ly (Mg +BTig), iy = Mig + Big, Ly, =diag(Lg.Lg)-

Na podstawie literatury [1, 5] mozna zapisac¢:

(18) ) :L* (aGS \PIS—I +BTGGR\I’R), \I’g EH‘I‘S ,
gdzie [1]:

(19) L' =diag Ly , ! .

I+ Ly(ag+op+og) 1+Lq(ocs+0LQ)
Nastepnie, z réwnania (4) z uwzglednieniem (18)
otrzymano:
d¥, d d
20 “rs _ 2 -1 - —IygyIT) _
(20) m _dt(n H‘I’S)_dt(l'[ wl)=
~1 I1
= dHt nyg + 1 d¥s =ug —rgig -

Po dokonaniu przeksztatcen matematycznych otrzymano:

d¥¢ o _.n . dm!

(21) =ug —Igig —HTH‘I’S =IMug — Mrgig —

dt
-MQ ¥ =M (ug —rig —,¥g), :iﬂs ,
NG

gdzie: Qg — opisana jest nastepujgca zaleznoscig [1, 2, 5]:

-1 -1
(22) g _pd AT _3dn M=

dt dt 2 dt
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Rézniczkujgc réwnanie (18) po czasie otrzymano réwnanie
(23):

d * . .
(23) di‘::’ =L (GGSH(HS —l"sls —QIT5)+BTGGR(UR —rRlR)) .

Réwnania powigzan miedzy pradami maszyny oraz
strumieniami  skojarzonymi we wspéirzednych Parka,
uwzgledniajgc takze wyrazenia (12) — (16), przybierajg
postac:

(24) i =ag (Y - v), ig =0, (¥r ~By), if =i -
Roézniczkujgc po czasie zaleznos¢ (24) otrzymano:

dig _ (d¥5 dy) dip __ d‘l’R_Ble,
dt — ( dt dt ) dt R dt dt

(25)

oraz uwzgledniajgc rownania (4), (21):

dig . dy -
(26) (Tf=“cs [H(“s —rsis —Q¥s) - d\rj,

dlif =0gR (UR —rRiR —Bdlj .

(27) it

Przeksztatcajgc zaleznosc¢ (26) otrzymano:
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.1 .
(28) dﬁ;i(nis)zdﬂis +nd15 ,
dt  dt dt dt

mnozac (28) przez odwrotng macierz Parka m':

. oI1 <11
(29) dﬁzn-ldi_n-ldinis =H_ldi+ﬂlis .

dt dt dt dt
Rozwigzujgc razem réwnania (22) — (29) uzyskano
ostatecznie zaleznosci modelu matematycznego we

wspotrzednych pradéw

di . . . -
(30) (Tts =Ag(ug —rgig —Q,Ws) + Az (ug —rig) + Qi

di . .
(31) TFIARS(HS —Igig -, ¥s) + Ag (ug —rgig)>
gdzie: macierze A, zalezace od indukcyjnosci maszyny z
uwzglednieniem przeksztatcen Parka (15), (16) opisane sg
zaleznosciami:

(B2)  Ag=a I'(1-La ), Ag=-0"'L'Bay;

(33) Apg=-0BL oI, Ag=a,(1-BL'B'ay)-

Strumienie skojarzone wyznaczono z rownan stacjonarnych
powigzan miedzy strumieniami skojarzonymi oraz prgdami
(14), (17):

(34) W =Lig + Iy = Lgig +117'L,, (Mig +BTig ) -

Moment elektromagnetyczny silnika ( Mgy, ) mozna zapisa¢
réwnaniem [5]:

(35) Mgy =3Py (‘Psgisa — saise) -

Wspélnemu catkowaniu podlega uktad réwnan
rézniczkowych: (6) — (8), (30), (31) z wrachowaniem
wyrazen (15), (16), (19), (22), (32) — (35).

Wyniki symulacji komputerowej.

Do obliczen numerycznych przyjeto nastepujgce dane
elementéw uktadu napedowego z rysunku 1: silnik
synchroniczny z aktywnym momentem na wale wirnika
Py =630 kKW, ny =750 ob/min; Uy =6 kV; uf =42 V,
3;=1700  N.m?
M(®,)=7kN-m.,
J, =3500 N-m®. Wspdtczynniki sztywnosci i dyssypagii

moment obcigzenia silnika

moment bezwtadno$ci mechanizmu

¢,=50 kN-m, v,, =40 N-m-s. Obliczenia numeryczne

przeprowadzono dla nastepujacych przedziatow
czasowych: rozruch silnika napedowego bez obcigzenia
razem z ruchomg masg przytgczong przez sprzegto
elastyczne do predkosci podsynchronicznej od 0 do 45s.
Nastepnie, uzwojenie wirnika zostato podtgczone do zrédta
energii prgdu statego. Razem z tym, silnik zostat obcigzony
przez znamionowe obcigzenie. Catkowania réwnan stanu
uktadu dokonano sie przy pomocy metody Runge-Kutta 4
rzedu.

Na rysunku 2 przedstawiono przebieg czasowy predkosci
katowej w uktadzie transmisji ruchu na obcigzeniu.
Analizujgc przebieg pokazany na rysunku mozna zauwazyé¢
nastepujgce stany pracy uktadu:

1. Rozruch silnika do predkosci podsynchronicznej ok.
t=45s. Podczas rozruchu praktycznie nie wida¢ oscylacji
funkcji, co jest spowodowane bardzo wielkimi momentami
bezwladnos$ci obu mas.
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Rys. 2. Przebieg czasowy predkosci katowej w uktadzie transmisji
ruchu
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Rys. 3. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego silnika
synchronicznego dla analizowanego przypadku obliczeniowego

2. Po poditgczeniu energii prgdu statego na uzwojenie
wirnika oraz jednoczesnie wigczeniu znamionowego
obcigzenia pojawiajg sie istotne oscylacje predkosci.

3. Stan ustalony, dzieki dyssypac;ji energii, predkos¢ katowa
napedzanej masy ustala sie ok. t =70 s.

20— M,kMm
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Rys. 4. Przebieg czasowy momentu sprezystosci w sprzegle
elastycznym uktadu napedowego

Na rysunkach 3 i 4 przedstawiono przebiegi czasowe
momentu elektromagnetycznego silnika synchronicznego
oraz sprezystosci w sprzegle elastycznym na wale maszyny
dla analizowanego przypadku obliczeniowego. Wymienione
powyzej procesy tutaj takze sg obserwowane. Wybrane do
symulacji parametry sprzegta sg niekorzystne. Moment
sprezystosci podczas  wprowadzania maszyny w
synchronizm zwigkszyt sie 3,5 krotnie w stosunku do
poczatkowego. W stanie ustalonym oba momenty sg
jednakowe co do wielkosci ale o przeciwnych znakach.
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Rys. 5. Przebieg czasowy pradu fazy A stojana silnika
synchronicznego
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Rys. 6. Przebieg czasowy pragdu w uzwojeniu wzbudzenia wirnika
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Rys. 7. Przebieg czasowy prgdu w osi d w uzwojeniu ttumigcym
wirnika

Na rysunkach 5 do 7 przedstawiono przebiegi czasowe
nastepujgcych pradow silnika: fazy A stojana, w uzwojeniu
wzbudzenia wirnika maszyny synchronicznej, w uzwojeniu
rozruchowym wirnika maszyny w osi d. W poréwnaniu z
poprzednimi rysunkami tutaj takze widoczne sg opisane
powyzej procesy wystepujgce w kolejnych stanach pracy
uktadu napedowego. Analizujgc te rysunki mozna zauwazy¢
skomplikowane procesy zachodzgce podczas
elektromechanicznego przetworzenia energii w uktadzie

napedowym z silnikiem synchronicznym. Oddziatywanie
poprzez przekazywanie energii z pola
elektromagnetycznego przez silnik polu mechanicznemu
prowadzi do wykonywania pracy.

Whnioski

Modele matematyczne  elektrycznych uktadow
napedowych z silnikami synchronicznymi w fizycznych
wspoirzednych praddéw istotnie rozszerzajg wykorzystanie
tych modeléw do analizy skomplikowanych zespotéw
elektrycznych, unikajgc dodatkowych przeksztatceh. Na
podstawie wynikéw przeprowadzonych symulacji
komputerowych mozna wyciggng¢ nastepujgce wnioski:
— dla napedu synchronicznego o podatnej linii transmisji
ruchu najbardziej niebezpieczny jest stan wprowadzenia
maszyny w synchronizm,
— uderzeniowe prady stojana maszyny powodujg oscylacje
momentu elektromagnetycznego, a to prowadzi do
generowania wielkich momentow sprezystosci w sprzegle
elastycznym, co moze spowodowac jego uszkodzenie.
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