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Energetycznie optymalny rozktad napie¢ w ziozonej liniowej
sieci elektrycznej z impulsowymi lub okresowymi przebiegami
sygnaléow napieciowych i pradowych. Sterowanie suboptymaine

Streszczenie: W obwodach sygnatow elektrycznych nalezacych do tzw. przestrzeni L'-impulséw, badz przestrzeni sygnatéw okresowych
wystepujgcy tam rzeczywisty rozptyw pradéw nie spetnia zasady minimum strat energetycznych [1,2]. Rozwigzaniem tego zagadnienia jest
wprowadzenie sterowania wektorem zrédet prgdowych napieciowo zaleznych wprowadzonego do zbioru weztéw ztozonej sieci typu RLC.
Sterowanie to jest energetycznie obojetne (sterowanie optymalne). Dla sterowania energetycznie optymalnego do otrzymania operatora sterowania
potrzebne jest odwrécenie operatora R(s). Jest to operator macierzowy i dyspersyjny (zalezy od czestotliwosci). Odwrécenie takich operatoréw jest
niewygodne gdyz jest algorytmicznie skomplikowane. Aby tego unikngé zastepuje sie operator R(s) operatorem R, ktory jest macierza, ale
niedyspersyjng (nie zalezy od s). Takie sterowanie zostanie nazwane sterowaniem suboptymalnym.

Abstract: In the circuits of electrical signals belonging to the L1-impulses space or periodic signals space, occurring over there real distribution of
electrical voltage does not meet the principle of minimum energy losses [1,2]. The solution to this problem is to introduce the control system as
voltage-dependent current sources vector, entered into a nodes set of a complex RLC network. The paper presents a solution of this problem by
introduced the control system in current-dependent voltage source vector, entered into a nodes set of a complex RLC network. It has been shown
that the control is energy-neutral (optimal control). For energy-optimal controlling, to obtain control operator it is required inversion R(s) operator. It
is the matrix operator and the dispersive operator (depends on frequency). Inversion of such operators is inconvenient because it is algorithmically
complicated. To avoid this, the operator R(s) is replaced by the R’ operator which is a matrix, but nondispersive (does not depends on s). Such
control is called the suboptimal control. (Energy-optimal voltage distribution in a complex linear electrical network with pulse or periodic
voltage and current signals. Suboptimal control)

Stowa kluczowe: L1-impulsy, obwody liniowe, zasada minimum strat energii, operatory, sterowanie suboptymalne
Key words: L1-impulses, linear circuits, principle of minimum energy losses, operators, suboptimal control

Wstep zastosowany ukfad zrédet sterowanych jest energetycznie

Zagadnienia dotyczace jakosci rozptywu energii obojetny. Zatem proces minimalno — energetycznego
elektrycznej oraz minimalizacji strat energii zwykle dotyczg  sterowania odbywa sie bezenergetycznie.
minimalizacji pewnych wskaznikdw energetycznych, jak np.
moc bierna lub uzyskania optymalnego, ze wzgledéw
energetycznych rozktadu napieé.

W obwodach pradu statego obowigzuje zasada
minimum energii, zgodnie z ktérg rozkiad napie¢ w ztozonej
sieci jest taki, ze catkowite straty energii sg minimalne [3,4]. n
Jednak zasada ta na ogot nie dziata juz w obwodzie pradu
sinusoidalnie zmiennego [5].

Z drugiej strony w dziedzinie sygnatéw niesinu- 1
soidalnych okresowych pojecie mocy biernej traci sens, co T Il
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oznacza ze pojeciem tym nie nalezy sie postugiwaé pod-
czas badania jakosci rozptywu energii elektrycznej w sieci
[6,7]. Jednak problemy kompensacji zdgzajgce do wyzero-
wania wskaznika mocy biernej mogg by¢ rozwigzywane
jako zadania optymalizacyjne polegajace na minimali- 1 1
zowaniu strat energii w sieci albo jako zwigzane z nimi za- Rys. 2. Schemat uktadu réwnan (1) ; 1 - macierz operatorow
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dania minimalizowania skutecznego rozktadu napie¢ [8,9]. wewnetrznych, 2 - macierz operatoréw kontaktowych, 3 - macierz
operatoréw zewnetrznych, 0 - wektor (lub operator) zerowy
Rf(cj C |_||. Na rys.1. przedstawiono sie¢ RLC z zadanym zasilaniem w

postaci wektora sygnatéw napieciowych uy. Rozktad napieé

T weziowych wewnatrz sieci okresla wektor sygnatow
i napieciowych u. Sie¢ scharakteryzowana jest tzw. macierzg
u operatorow wewnetrznych Y(s) s=d/dt, oraz macierzg tzw.
operatorow kontaktowych Yo(s). Rownania operatora sieci
Rys.1. Zilozona sie¢ z zasilaniem wielonapieciowym; u - przyjmujg postaé:
wewnetrzny wektor napigé weziowych; u, zewnetrzny wektor
napieciowy. ) Yu —Yollo =0
W artykutach [1,2] wykazano ze w obwodach z =Y, u+Yyu, =i,

sygnatami nalezacymi do liniowej przestrzeni L'-impulséw (0 — wektor, lub operator zerowy, T — znak transpozycji)
wystepujgcy tam rzeczywiscie rozkiad napig¢ takze nie

spetnia zasady minimum strat energii. Aby tak bylo  \Wszystkie macierze admitancyjne majg rozktad na czesci:
potrzebne jest sterowanie. Rozwazono zilozong sie¢ z hermitowskg G i antyhermitowska B:

zasilaniem wielonapieciowym i wielowymiarowym

sterowaniem napieciowo - pradowym. Wykazano ze 2) Y(s) =G(s) +B(s)
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tzn. takie , ze
@) G(=95)=G(s); B(-s)=—-B(-s)

Strukture uktadu réwnan (1) ilustruje rys.2. Na rysunku tym
podane sg rozmiary macierzy i wektorow.
Sygnaty i(t) — wspodtrzedne wektoréw pradowych nalezg do

przestrzeni sygnatowej L', tzw. przestrzeni L' -impulsoéw:

L' = {x(t): Tlx(t)|dt < oo}

albo do generowanej przez nig przestrzeni sygnatéw T-
okresowych [10]:

P, = {X(t): x(t)= ix(tJr pT): X(t) L'}

p=—

W przestrzeniach tych okreslony jest iloczyn skalarny w L'
(ui)=[" umidt
awP;

(u,i) = f ut)i(t)dt

Wszystkie operatory sg typu
reprezentacji czasowej majg postac

splotowego, tzn. w

Yi(t):Ty(t—t')u(t')dt' w L
albo N

Yi(t):]y(t@t')u(t)dtv w P,

O - dziatanie odejmowania mod T.
W reprezentacji z uzyciem transformat Fouriera:
YU (s) =Y (s)U(S)
Operator impedanc;ji Z rozktada sie na dwie skladowe G i B
[11]:
1 * 1 *
Y =50( +Y )+§(Y ~Y)=G+B

to znaczy operator

1 *

G==(+Y
2( )

ktory jest operatorem hermitowskim (samosprezonym), tj:
G" =G, oraz operator

1 .
B=—(Y-Y
2( )

B =-B.

Operator Y’ jest operatorem sprezonym wzgledem Y, f{j.
takim, ze dla dowolnych sygnatow x,y zachodzi

(YX, y) = (XY y).

Operator G reprezentuje sktadowg czynng operatora
impedancji Y (tzw. operator stratnosci) a operator B jego
skladowg bierng. Oznacza to spetnienie nastepujgcych
warunkéw przez formy kwadratowe:

ktory jest antyhermitowski, {j.

(Yi,i)=(Gi,i);  (Bi,i)=0
dla dowolnego sygnatu.
Mozna wykazaé, ze dla operatorbw splotowych

charakteryzujgce je funkcje Y(t) oraz Y(s) spetniajg warunki
[12]:

Y'O=Y);  Y(9)=Y(-9)
Zasada minimum strat energetycznych w sieci
elektrycznej w przestrzeniach L' i P,. Sterowanie
optymalne

Funkcjonat napieciowy

+ 14 G =Gyl u
@ f@=[u ,uo]{_GT G L}

ma wartos¢, ktéra réwna jest stratom energii w sieci
elektrycznej. Wzér (4) tworzy macierzowo-operatorowy
iloczyn skalarny, tzn. jezeli

A=[ALL X=[X1 Y=[Yy,]

to forma dwuliniowa ma postac

XTAy:Z(XP’quyq):
REDIDN| Xp(t)Uqu(t_t')yq(t')dt']dt:
> 2 [ A lt=t)x, )y, (t)dtdt

Catki we wzorze (5) sg brane w przedziale (-~,+=) albo
w [0,T] zaleznie od tego czy uzywana jest przestrzen
L' czy przestrzen P, a w zaleznosci od tego operatory sg
splotami liniowymi lub cyklicznymi.
Warunek minimum funkcjonatu energii(4), {j.:

N df (u)>0
przyjmuje postac:
Gu-Gyu, =0

albo postaé¢ uktadu rownan operatorowych

7) Gu=Gu,

Uktad rownan (7) trzeba zestawi¢ z uktadem réwnan (1):
(8) Yu=Y,u,

ktéorego rozwigzaniem jest rzeczywisty rozktad napie¢
weztowych wewnatrz sieci. Uktady rownan (7) i (8) majg te
samg strukture, ale uklad (7) jest hermitowskg odmiang
(czescia) uktadu réwnan (8).

Rozwigzaniem ukfadu réwnan (7) jest energetycznie
optymalny rozktad napie¢ weztowych minimalizujgcy straty
energii wewnatrz sieci:

9) ™ =G7'Gu,

zwany rozktadem optymalnym. Natomiast rozwigzanie
uktadu réwnan (8):
(10) u=Y"'Yyu,

daje rzeczywisty rozptyw prgdéw oczkowych w sieci zwany
rozktadem ,dzielnika napigcia”.

Dla pradéw statych w czasie rozkiad optymalny pokrywa sie
z rozktadem dzielnika napiecia, ale tak tez jest nie tylko w
tym przypadku. Natomiast na ogo6t rozkiady te nie
pokrywajg sie. Oznacza to, ze rozktad optymalny osigga sie
z uzyciem napieciowo-pragdowego, do weziowego
sterowania:
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i"=Yu® -Yu, =
Gu*™ -Gu, + Bu®™ -Bu,
= (BG_IGO -Byu,

Wzér (11) podaje wiec jakie sygnatowe prady zrédtowe
trzeba wpig¢ w wezly wewnetrzne sieci aby wywotaé
energetycznie optymalny rozktad napieé. Wzor ten zostanie
zapisany w postaci

(11)

(12) i =By,

gdzie:

(13) B* =BG 'G, - B,

jest antyhermitowskim, macierzowym operatorem
sterowania.

Sterowanie suboptymalne
Jak wynika ze wzoréw (11), (12), (13), dla sterowania
energetycznie optymalnego do otrzymania operatora B¢ (s)

potrzebne jest odwrécenie operatora G(s) . Oprocz tego ze

jest to operator macierzowy to jeszcze jest on operatorem
dyspersyjnym, tzn. zaleznym od s = d/dt (zalezy od
czestotliwosci). Zaleznos¢ od s jest najczesciej funkcjg
wymierng. Odwrdcenie takich operatoréw jest niewygodne
gdyz jest algorytmicznie skomplikowane. Aby tego unikng¢

zastepuje sie operator G(S) operatorem G' ktory jest

macierza, ale niedyspersyjng (nie zalezy od s). Takie
sterowanie zostanie nazwane sterowaniem
suboptymalnym. Okresla je wzor:

™’ =(G")'G' u, =Qu,
gdzie
-1
Q=(G") G,

tzw. suboptymalny operator rozdziatu napiecia, oraz

isub _ Yusub —YOUO —
4 =(G6(G)'6',-Gy)u, +(B(G) G, -B,)u,

=(AG +B*)u,
gdzie
AG =G(G")'G',-G,
niedopasowania (macierzowo —dyspersyjny);
B* =B(G')"'G',-B," operator
suboptymalnego.

- réznicowy operator konduktancji

sterowania

Otrzymany w ten sposdb wzoér (14) jest uogdlnieniem
wzoru sterowania optymalnego (11) na sterowanie
suboptymalne, gdyz dla G'=G i G',=G,operator AG

znika . Wazny jest zatem odpowiedni dobdr operatora G' a
wiec i sterowania suboptymalnego. Jedng z wielu
mozliwosci wyboru macierzy G' jest metoda szeregu
potegowego. Rozkiadajgc w szereg Taylora macierz

impedancyjng Y(S) otrzymuije sie: (rozktad ,GC”)

Y(5)=G(5)+B(s) =g+ gs™ +5(C+2 C,s™)
n=1 n=1
Mozna przyjac, ze:
G'=g=Y(0)

Operator sterowania suboptymalnego ma wtedy postac:

B**(s)=B(s)g 'g" ~B'(s) =

=s[(Cg'g" -C")+ ) s"(C,g g’ —C))]
n=1

Mozna tez uzyé rozktadu ,GL”:
Y(s)=G(s)+B(s) =

g+ igns’2n +s (I + i rs?™")
n=1 n=1
i wtedy przyjmujac G'= Y (0) otrzymuije sig:
B*"(s)=s"[(Ig"'g" -T")+
r;iZIS”"”(an’lg° )
gdzie: g, go,gn - macierze typu konduktancyjnego sieci;

cc,c’.c typu
I,T,,I°, T - macierze typu induktancyjnego

macierze pojemnosciowego;

Réznicowe operatory konduktancji niedopasowania majg
wtedy postac:

AG(s)=G(s)g"'g" -G, (s) =
(g - ignsz”)glgo —g’ -y glst =
n=l1 n=1

xs"(g,87g ~8,)
dla rozktadu typu ,GC”, oraz
AG(S)=) s7"(g,g'g" g

n=l1

dla rozktadu typu ,GL”.

Przedstawione wyzej operatory sg tatwo realizowalne za
pomocg wielokrotnych uktadéw rézniczkujgcych, badz
catkujgcych. Ponadto da sie sformutowaé wygodne
algorytmy rozktadu funkcji wymiernych w szeregi potegowe
zmiennych sis .

Przyktad
Dla rozkiadu sygnatu potencjalu 07 na dwie gatezie

szeregowe 1,2 (rys. 3), wyznaczyC napieciowo-prgdowy
suboptymalny operator sterowania B**°u.
Otrzymuije sie dla gatezi 1, 2 o strukturze typu RC:

B (5) = s(Cg g’ ~C") = (2 g, ~C)) =
9,+0,
S C,9,-GC0, =3 G, —nC : (rg=1)
9, +0, n+r
albo dla gatezi 1,2 typu RL:
sub -1 -1_0 0 -1 F1+1_‘2
B™(s)=s (I'g'g -I'")=s (791 _Fl):
1 2
S—l Fzgl _rlgz — S—l Llrz — L2rl : (LF =1, rg :1)
gl+g2 LILZ(r1+r2)

S3 to odpowiednio operatory: rézniczkujacy (dla gatezi
typu RC) i catkujgcy (dla gatezi typu RL). W przypadku tych
prostych obwodow, pokrywajg sie one z operatorami
sterowania optymalnego.
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Rys. 3. Energetycznie optymalny rozktad sygnatu potencjatu 07 na
dwie gatezie szeregowe 1,2; ponizej struktura ukfadu réwnan (8) i

(@)

Whioski

W pracy [2] wykazano, ze w zlozonej sieci RLC, oprécz
rozktadu napie¢ wynikajgcego ze zwyktych praw Kirchhoffa
zwanego dzielnikiem napiecia, za pomocg odpowiednich
sterowan mozna otrzymac¢ tez inne rozkiady napie¢
wynikajgce z pewnych kryteriow optymalizacyjnych. W
artykule rozpatrzono rozktad, ktéry spetnia warunek
minimum strat energii wewnatrz sieci, nazywajgc go
rozktadem energetycznie optymalnym. Dzielnik napiecia
opisuje operatorowy uktad réwnan (8),

Y(S)u=Y,(S)u,

a energetycznie optymalny rozkfad napie¢ spetnia réwniez
operatorowy ukfad rownan (7):

G(S)u=G,(S)u,

Macierze typu admitancyjnego sieci
powigzane w ten sposob, ze:

Y(s) = G(s) + B(s)

Y(s) i G(s) sag

przy czym
G(-5)=G(s); B(-s)=-B(-s)
co sprawia, ze rozkfad ten jest jednoznaczny:

1

a wiec znika forma kwadratowa

opt\T st _ T T ~-1pst

(u™) e =u, G, G By,

Tym samym zrodta sterowane i nie wydajg energii —
sterowanie optymalne jest bezenergetyczne.
BSt(S)
odwrdcenie operatora G (S) . Jest to operator macierzowy
oraz dyspersyjny (zalezy od czestotliwosci). Odwrdcenie
takiego operatora jest niewygodne gdyz jest algorytmicznie
skomplikowane. Aby tego unikng¢ zastepuje sie operator
G(S) operatoremG', ktéry jest macierza, ale
niedyspersyjng (nie zalezy od s). Takie sterowanie
nazwano sterowaniem suboptymalnym.
Sterowanie suboptymalne, nie jest energetycznie obojetne.

Dzieje sie to za sprawg tzw. rdznicowego operatora
konduktancji niedopasowania:

AG(8) =G(s)(G') 'Gy'~G(s)

Wazny jest zatem odpowiedni dobér operatora G', a wiec i
sterowania suboptymalnego. Jedng z wielu mozliwoci
wyboru macierzy G' jest metoda szeregu potegowego, co
w przypadku rozktadow ,RL” lub ,RC” daje mozliwosé
realizacji za pomoca wielokrotnych uktadow
rézniczkujgcych, badz catkujgcych.

Do wyznaczenia operatora potrzebne jest
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