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Model matematyczny uktadu energetycznego sktadajgcego sie
z transformatora mocy, linii dlugiej oraz obcigzenia RLC

Streszczenie. W pracy, na podstawie uogélnionej interdyscyplinarnej metody wykorzystujgcej modyfikacje zasady Hamiltona z uwzglednieniem
rozszerzenia funkcji Lagrange’a sformutowano model matematyczny uktadu elektroenergetycznego, ktory skitada sie z jednofazowego
transformatora mocy, dwuprzewodowej linii zasilania (linia Lechera o elektrycznych parametrach roztozonych) i obcigzenia o charakterze RLC. Na
podstawie sformutowanego modelu przeprowadzono obliczenia numeryczne. Wyniki symulacji komputerowych przedstawiono w postaci graficznej.

Abstract. In the paper the mathematical model of a power system is presented. The model was formulated on the basis of the generalized
interdisciplinary method that uses a modification of Hamilton principle including extending function of Lagrange. The power system considered
consists of single-phase power transformer, two-wire power line (Lecher’s line with distributed electric parameters) and resistive-inductive-capacitive
(RLC) load. The numerical calculations based on the formulated mathematical model were carried out. The results of computer simulations are
presented as spatio-temporal distributions (Mathematical model of electric power system consisting of power transformer, long power line

and RLC load).

Stowa kluczowe: zasada Hamiltona, system Eulera-Lagrange’a, dwuprzewodowa linia zasilania.
Keywords: Hamilton’s rule, Euler-Lagrange’s system, two-wire power line.

Wstep

W pracy przedstawiono model matematyczny uktadu
elektroenergetycznego zawierajgcego ze strony zasilania —
transformator mocy, a ze strony obcigzenia — aktywno-
indukcyjno-pojemnosciowe obcigzenie potgczony linig
przesytowg [3].

Transformator mocy jest jednym z gtéwnych elementow
uktadéw elektroenergetycznych. Procesy przemiany energii
w tych urzadzeniach zalezg od parametréw konstrukcyjnych
transformatora oraz, co jest bardzo wazne, stanu linii
zasilania. Dla odbiorcéw energii bardzo waznym jest
zabezpieczenie nie tylko odpowiedniej mocy
transformatora, ale i odpowiedniej jakosci energii
elektrycznej, w tym symetrii napiecia zasilania. W
przypadku ogodlnym, istnieje potrzeba nie tylko doktadnego
zamodelowania transformatora mocy ale réwniez jego
obcigzenia i linii przekazujgcej energie. Dla uzyskania duzej
adekwatnosci modelu matematycznego nalezy procesy
fizyczne zachodzgce w linii przesytowej opisa¢ réwnaniami
o parametrach roztozonych. Takie modele sg bardzo

skomplikowane i wymagajg catkowania réwnan o
pochodnych  czgstkowych. Do uzyskania  modelu
matematycznego uktadu elektroenergetycznego

skfadajgcego sie z transformatora mocy oraz linii zasilania

wykorzystano rozszerzony funkcjonat dziatania wg
Hamiltona, ktory sformutowano wykorzystujgc
niekonserwatywny lagrangian [1, 2, 5].
Model matematyczny uktadu

Zmodyfikowana funkcja Lagrange’a opisana jest

nastepujacg zaleznoscig [1, 2]:

(1) L'=T -P'+0"-D",
gdzie: L - zmodyfikowana funkcja Lagrange’a, T -
energia (koenergia) kinetyczna, P" - energia potencjalna,

o - energia uogolnionych sit dyssypacyjnych, D" -
energia stronnych sit o charakterze niepotencjalnym.

W rozwazanym przypadku uktadu elektroenergetycznego
linia przesylowa rozpatrywana jest jako uktad o
parametrach roztozonych [3, 6]. W takim przypadku
elementy zmodyfikowanego lagrangianu rozpatruje sie nie
jako funkcje energetyczne (1), lecz jako odpowiadajgce im
gestosci (liniowe). Funkcjonat dziatania wg Hamiltona-
Ostogradskiego przybiera nastepujaca postac [1]:

t
@) S:IL+IL|dI dt,l:JI'L,dl,

gdzie: S — funkcjonat dziatania wg Hamiltona-
Ostogradskiego, L; — gestos¢ zmodyfikowanej funkcji
Lagrange’a, | — funkcjonat energetyczny.

Skfadniki zmodyfikowanej funkcji Lagrange’a [2],
uwzgledniajac, ze wszystkie parametry i zaleznosci
funkcyjne pierwotnego uzwojenia transformatora
(autotransformatora) mocy zostaly sprowadzone do

uzwojenia wtérnego (punkt zasilania linii) opisane sg
zalezno$ciami:
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(7) =0 =Py =D = I[ Q- ZCZQLdr,

gdzie: i(x,t) — prad w linii, R,9,,C,,L, — parametry linii,

®., — zewnetrzna dyssypacja energii, ., — wewnetrzna,
Q(x,t) —tadunek linii.

Na rysunku 1 przedstawiono schemat obliczeniowy
rozpatrzonego ukfadu elektroenergetycznego.

W réwnaniu (7) funkcja wewnetrznej dyssypacji zalezy
od pradéw uptywu, ktére ptyng przewodami linii. Linia
zasilania podczas przekazywania energii od Zzrodta do
konsumenta straci energie rozproszong w przestrzeni.
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Rys. 1. Schemat uktadu elektroenergetycznego obcigzonej linii
Lechera

Formutujgc na podstawie wyrazenia (2) rozszerzony
funkcjonat dziania wg Hamiltona-Ostrogradskiego, z
uwzglednieniem elementéw funkcji Lagrange’a (3) — (7),
uzyskano wariacje wymienionego funkcjonatu.
Przyrownujgc otrzymang zaleznos¢ do zera otrzymano
nastepujgce rownania [1]:

ov ou ou
(S)EZ(COLU) (_(goLo+C RyV—g,R, uj ot =V,
. d¥v .
L= Upy = Py, dth =Ury — It
d¥ . dug i
10 —L —uy—ri, =<
(10) o H-LiL TR

Najwazniejszym problemem rozwigzywania réwnania
(8) ]

oraz umow brzegowych

Co do

pierwszych, to problem nie jest skomplikowany. Mozna je
wyznaczy¢ z poprzednich badan (do komutacji). Napiecia

na poczatku linii sa
niewiadome.
Réwnania powigzan miedzy elementami linii,

wychodzgc z drugiego prawa Kirchhoffa dla obwodéw
elektrycznych o parametrach roztozonych, mozna zapisaé
w nastepujgcy sposob:

Bi(x,t)

(11) o

_ouxy .
o =Rji(x, 1)+ L,

Dalej, dyskretyzujemy za metodg prostych réwnania (8)
oraz (11)

(12 ML) (LR e g+
at (AX)? %
duj
+COR0)vjfg0R0uj s W=vj,
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Wykorzystujgc teorie przeksztatcania wspétrzednych
zamieniono réwnania zaleznosci strumienia (9), (10) na
rébwnania prgdowe [1, 5]. Po dokonaniu przeksztatcen
matematycznych przybierajg one posta¢ przedstawionych
ponizej zaleznosci:

(14) %:AII(UTI_rTIiT])+AIZ(_u] _rTZiTZ)'

di . .
(15) di?:Am(uTl _rT]|T|)+AZZ(_uI _rTZITZ) ’
134

di;

(16) E E( w—Rul)
gdzie: A wspotczynniki, zalezne od odwrotnych
indukcyjnosci transformatora mocy. Na podstawie [1]

opisuja je nastepujace zaleznosci:
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Zapisujgc rownania (12), (13) dla 1-go oraz N-go
wezta dyskretyzacji przybierajg one postac:

dv, 1 1
19 —* = ——(u,_, —2u, +u, ,)—
( ) dt C(,LU |:(AX)2( k-1 k k+1)
du
_(goLo+CoRo)Vk _goRouk:|s T;_Vk )
0) Yo Ui _gyoq Y g N
2AX o dt’ T

gdzie: u,u,,, — wirtualne napiecia w fikcyjnych weztach
dyskretyzacji [1].

Rozpatrujemy pierwszy i ostatni wezet kolejno.
l.)dla k=1.
Na podstawie schematu z rysunku 1 mozna zapisac¢:

(21) =i, —AQ, Al = A, +Ai,
gdzie:
du,
(22) Aiy, = AXg U, , Ai. = AXC, H =AXCyy, .

Z zaleznosci (20) dla przyjetego k otrzymano:

di, 1 .
23 e B % _Ril.
(23) dt L, [ 2AX °"J

Roézniczkujgc po czasie réwnania powigzan (21) z
uwzglednieniem (15), (19), (22), (23) otrzymano:

di, di dAi dAi .
(24) di'; stZ_Tlg_ - AZ(UTI rT1|T1)+
. AX 1
+A, (U, — i) — AXG,V, _I-QI:(AX)Z(UO —2u, +U,)—

1(u,—u .
—(goLy +CoRy )V, — gOROuI} :E(W_ Rollj .

Przyréwnujac uzyskane powyzej réwnania, otrzymano
ostatecznie wyrazenie opisujgce napigcie w pierwszym
fikcyjnym wezle dyskretyzaciji:

2AxL0

(25) u, =

_Ax[ !
L (o)

{Az (uTl rTliT1)+ AZZ(_UI - rTZiTz) - AXgovl -

(=2u; +u,) = (gLy +CRy )V, — gORoul} +
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Podstawiajgc zaleznos¢ (25) do zaleznosci (19), przy k=1,
otrzymano:

(26) %: I 12
dt COLo (AX)

(up—2u, +u,) -

dul —

—=v,,
dt

_(goLo + CORO)VI _goRou1:|=

gdzie u, znajdujemy z réwnania (25).

Il.) dla ostatniego wezia dyskretyzacji k =N postepowano
w podobny sposob jak dla k=1.
Na podstawie schematu z rysunku1 mozna zapisac:

diy Uy —uy

@) LT

~Ryiy .

Z zaleznosci (20) po podstawieniu k=N i dokonaniu
prostych przeksztatceh matematycznych otrzymano:

dIN — Uy —Una

(28) b dt 2AX

Ry -

Przyrownujgcy stronami otrzymane powyzej rownania
otrzymano wyrazenie dla uzyskania napiecia w koncowym
fikcyjnym wezle dyskretyzaciji:

(29) Uy = Uy —2(Uy —Uy) .

Podstawiajgc
ostatecznie

30) Mw_ 1] 2
dt COLo (AX)

zaleznos¢ (29) do (19), otrzymano

(Uy_y —2uy +uy)—

du
—(goLy +CoRy vy —gOROuN} dtN =V .

Nastepnie postaje problem: obliczenia w réwnaniu (30)
napigcia na gafezi obcigzenia (u,). Na podstawie

schematu z rysunku 1 mozna =zapisa¢ nastepujgce
zaleznosci:

(31) Uy =AUy +U;, iy =i +i..
Skad uwzgledniajgc dodatkowo drugie wyrazenie w
(10), (28), (31) otrzymano réwnanie:
(32) %ZUN—UH —&i duH:iN—iL
d AxL, L, " dt C

Prad w elementach linii wyznaczono dyskretyzujgc
(11) w nastepujgcy sposob:

@y U ogi 9
Ax T Tt
Przeksztatcajac powyzsze réwnanie otrzymano koncowg
zalezno$¢ na prad:
di.
(34) JZL(Uj_UjH)_&ij, jzl,...,N—l.
dt  L,Ax L,

Wspdlnemu  catkowaniu podlega ukiad réwnan
rézniczkowych: (12), (14) — (16), (26), (30), (32), (34) z
uwzglednieniem zaleznosci: (17), (18) oraz (25).

Wyniki symulacji komputerowej

Parametry elementow uktadu elektroenergetycznego z
rysynku 1 sg nastepujgce: transformator o parametrach
znamionowych U, =14 %, AP, =2300 kW, ARy =750 kW,
ip=0.75 %, AQy=5375 kVA,
podwyzszajgcy napiecie, o parametrach znamionowych
U =10 %, AP, =580 kW,AR, =250 kW,ij=0.35 %,

AQy=3497 KkVA, linia: L=476 km. R,=1,9-10°Q/km,

autotransformator

L =9,24.107H/km,  C§"=1,32-10""F/km, g{'=

=3,25-10""'Sm/km. Dodatkowo parametry obcigzenia
przyjeto na poziomie: Ry =400 Q, xy =250 Q.
Dyskretyzowania réwnan rézniczkowych linii
przeprowadzono przy pomocy metody prostej z kolejnym
catkowaniem w strefie czasowej. Liczba wezidw
dyskretyzacji réwnania przyjeto 20. Catkowanie réwnan
stanu uktadu prowadzono z wykorzystaniem niejawnej
metody Eulera (z wykorzystaniem metody proste;j iteracji).
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Rys. 2. Przebiegi czasowe napigcia zasilania linii (1) oraz pradu (2)
w uzwojeniu wtérnym autotransformatora
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Rys. 3. Przebiegi czasowe napiecia w pierwszym (1), dziesigtym
(2) oraz dwudziestym (3) weztach dyskretyzaciji linii

Na rysunku 2 przedstawiono przebiegi czasowe
napiecia zasilania linii (1) oraz pradu (2) w uzwojeniu
wtérnym autotransformatora. Analizujgc przedstawione
przebiegi mozna zauwazy¢ wptyw falowych proceséw w
linii, ktére dzialajg na prace autotransformatora. Wyraznie
zauwazalne jest to w przebiegu funkcji prgdu. W pierwszym

okresie oscylacji zachodzi generacja dodatkowych
harmonicznych co powoduje wyrazne odksztatcenie
przebiegu.
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Rys. 4. Przebieg czasowy pradu w pierwszym (1), dziesiatym (2)
oraz dwudziestym (3) wezle dyskretyzaciji linii

Na rysunkach 3 i 4 przedstawiono przebiegi czasowe
napiecia oraz pragdu w pierwszym (poczatek), dziesigtym
(Srodek) i dwudziestym (koniec) wezitach dyskretyzacji
rownania linii Lechera. Co do przebiegéw pokazanych na
tych rysunkach, to mozna zauwazy¢ nastepujgce fakty:

1. Maksymalne napiecie obserwuje sie w srodku linii, a
minimalne — na jej poczatku. Poniewaz liniia zachowuje sie
jako obcigzenie o charakterze pojemnosciowym dla uktadu
transformatora elektroenergetycznego, a przyjete do
obliczen symulacyjnych obcigzenie na koncu linii czynno-
indukcyjne, to oczywiscie linia pracuje jako generator mocy
biernej. W takim przypadku wazng role odgrywajg procesy
rezonansowe w linii.
2. Poniewaz rozpatrywane funkcje zalezg od przestrzennej
wspotrzednej, to zmienia sie ich faza na poczatku i koncu
linii (dodatkowo rysunki 6 i 7).
3. Jezeli rozpatrzywac procesy przejsciowe w linii w
zakresie czasowym te[0;0,003] to na poczagtku linii
napiecie i prad majg wartosci nie rowne zeru, natomiast
blizej kohca linii te wartosci sg réwne zeru. Przyczyng tego
jest wptyw procesow falowych zachodzacych w ukfadzie.
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Rys. 5. Przestrzenny rozkfad funkcji napigcia (1) i pradu (2) w chwili
czasu t=0,005 s
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Rys. 6. Czasowo-przestrzenny rozktad funkcji napiecia w
przedziale czasowym t €[0;0,04] s

Na rysunku 5 przedstawiono przestrzenny rozktad funkgciji
napiecia oraz pradu w chwili czasu t=0,005 s. Widac tutaj
znaczenie rozpatrywanych zaleznosci funkcyjnych wzdtuz
catej linii zasilania. Do przeprowadzenia analizy procesow
elektromagnetycznych przedstawionych na rysunku 5

nalezy uwzgledni¢ przebiegi z rysunkéw 3 i 4 w chwili
t=0,005 s.
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Rys. 7.Czasowo-przestrzenny rozktad funkcji pradu w przedziale
czasowym t €[0;0,04] s

Na rysunkach 6 i 7 przedstawiono czasowo-

przestrzenny rozkiad napiecia oraz prgdu w przedziale

czasowym  te[0;0,04] s. Przedstawienie rozktadu

przestrzenno czasowego wielkosci funkcyjnych uktadu daje
najwiecej informacji. Opisane na rysunkach wczesniejszych
procesy fizyczne widoczne sg tutaj w petni.

Whioski

Wykorzystanie rozszerzonej zasady Hamiltona pozwala
istotnie rozszerzyé mozliwo$ci modelowania
matematycznego, zwlaszcza w stosunku do
skomplikowanych uktadéw dynamicznych o parametrach
roztozonych. Na podstawie wynikow symulacji komputowe;j
mozna wyciggngé szereg wnioskéw dotyczacych pracy
analizowanego uktadu. Procesy falowe w linii istotnie
wptywajg na prace catego uktadu elektroenergetycznego co
wida¢ na przedstawionych rozktadach przestrzenno-
czasowych wielkosci funkcyjnych.
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