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Obliczanie mocy biernej w modelach matematycznych
maszyn elektrycznych pradu przemiennego

Streszczenie. W pracy wykazano, ze warto$ci mocy biernej, obliczone na podstawie sktadowych wektoréw przestrzennych napigcia i prgdu zgodnie
ze znang formuta, moga by¢ ujemne, pomimo ze napiecie wyprzedza w fazie prad. Dotyczy to uktadéw wielofazowych, w tym tréjfazowych maszyn
pradu przemiennego, w ktérych nastgpita zmiana kolejnosci faz. Zaproponowano skorygowang formute obliczania mocy biernej ukfadu
wielofazowego dla przypadku przeciwnej kolejno$ci faz oraz podano interpretacje matematyczng.

Abstract. In the paper it is shown, that values of reactive power, calculated on the basis of components of voltage and current space vectors in
accordance with the well-known formula, may be negative, even though the current is lagging relative to the voltage. This concerns multi-phase
systems, incl. three-phase electric machines of alternating current, in which a phase sequence has been reversed. The corrected formula for
calculation of reactive power of multi-phase system for the case of reverse phase sequence is suggested and the mathematical interpretation is

added. (Calculation of reactive power in mathematical models of alternating current electrical machines).

Stowa kluczowe: moc czynna, bierna i pozorna, uktady wielofazowe, maszyny elektryczne, modelowanie matematyczne.
Keywords: active, reactive and apparent power, multi-phase systems, electrical machines, mathematical modelling.

Wprowadzenie

Prawidtowe oszacowanie mocy czynnej i biernej jest
istotne do celéw analizy i syntezy uktadéw sterowania
maszyn elektrycznych pradu przemiennego. Dotyczy to w
szczegolnosci uktadow sterowania pracg pradnicowg maszyny
dwustronnie zasilanej [1,2,3]. Moze by¢ réowniez niezbedne
w przypadku diagnostyki maszyn elektrycznych [4], poprawy
wspotczynnika mocy napedow przeksztattnikowych itp.

Do opisu matematycznego maszyn elektrycznych, jak
réwniez rozbudowanych systemoéw elektromechanicznych
stosuje sie, w zaleznosci od potrzeb, modele obwodowe,
modele polowe oraz modele polowo-obwodowe. Modele
obwodowe stanowig podstawe opisu matematycznego
uktadéw napedowych, w tym zautomatyzowanych uktadow
przeksztaitnikowych  wykorzystywanych ~ w  licznych
procesach technologicznych. W przypadku modelowania
obwodowego zazwyczaj wykorzystuje sie réwnania
zapisane z zastosowaniem wektoréw przestrzennych, ktére
tworzg  wektorowg postaé obwodowego  modelu
matematycznego. Posta¢ wektorowg obwodowego modelu
matematycznego uzyskuje sie po zastosowaniu definicji
wektora przestrzennego do réwnan bilansu napieé
obwodéw stojana i wirnika trojfazowej (wielofazowej)
maszyny elektrycznej pradu przemiennego. W wyniku tej

transformacji  otrzymuje  sie  réwnania  napieciowe
zawierajgce zmienne wektorowe reprezentowane na
ptaszczyznie zmiennych zespolonych, ktére przez

rozpisanie dla obu sktadowych mozna sprowadzi¢ do
ukfadu wspotrzednych prostokatnych [5].
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Rys. 1. Sktadowe wektora przestrzennego V w réznych uktadach
wspotrzednych prostokatnych
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W zaleznosci od uktadu odniesienia wektory przestrzenne
sg zdefiniowane za pomocg diugosci i kata potozenia lub za
pomocg sktadowych prostokgtnych, przy czym ten sam
wektor odniesiony do roznych uktadow wspotrzednych
bedzie posiadat inne sktadowe (rys. 1).

Sktadowe wektora przestrzennego V w nieruchomym

ukfadzie wspétrzednych - mozna wyrazié¢ nastepujgco:
v, =V cosyy,

) vz =Vsinyy,
t
w =[adr+7,(0)
0

gdzie: » — kat potozenia wektora V wzgledem ukfadu
nieruchomego, t — czas. Z kolei kat potozenia wektora V
wzgledem uktadu x-y wirujgcego z dowolng predkoscia w,
wzgledem uktadu nieruchomego o-f wyraza sie
zaleznoscig:

(2)

(S ——

t t
() -, )7 = Ia)vdr —Iwadr =% —7a
0 0

a zatem wspoirzedne wektora V w uktadzie x-y sg
nastepujgce:

v, =V cos(p, — 73) =V cosyy cosy, +Vsiny, siny,
@)

vy =V sin(;/V - ya) =V sinp, cosy, —V cosyy siny,

Zaleznosci (3) mozna przedstawi¢ w postaci macierzowe;j:

Vo | [ cosy, siny, [V cosp,
Vy | |=siny, cosy, | Vsiny,
(4) )
Vy cosy, siny, |V,
Vy | [=siny, cosy, | Vg

z ktérej wynika, iz mozliwa jest transformacja wektora V z
jednego uktadu wspoétrzednych do drugiego w rezultacie
pomnozenia wektora przez macierz przeksztatcenia:
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cosy siny
(5) P(y)=

—siny cosy

W celu odwrotnej transformacji wektora, na przykiad z
uktadu x-y do uktadu o-p, nalezy wektor [v,, vy]T pomnozy¢
przez macierz odtwrotng, to jest:

p cosy —siny
(6) Pl(y)=|
siny cosy
stad:
vV, . Vy
7) =P~ (7a)
7 vy
Moc czynng i bierng ukladu wielofazowego,

sprowadzonego do uktadu wspodtrzednych prostokatnych,
okresla sie jako skiadowe mocy pozornej na podstawie
sktadowych wektoréw przestrzennych napiecia u, u, i pradu
ix, Ily W nastepujgcy sposob:

(8) §:gi*z(uxix+uyiy)+j(uyix_uxiy): p+ g

przy czym sktadowe wektoréw przestrzennych moga byé
reprezentowane w dowolnym uktadzie wspotrzednych
prostokgtnych x-y, wirujagcym lub nieruchomym (a-f). Z
powyzszej zaleznosci otrzymuje sie zaleznosci okreslajgce
moc czynna (9) i bierng (10):

i

9 p:uxix+uy y

(10) q=Uyi, — Uy

Zgodnie z przyjetg definicja mocy biernej, jej wartosci
powinny by¢ dodatnie, jesli napiecie wyprzedza w fazie
prad. W przeciwnym przypadku wartosci mocy biernej
powinny byé ujemne. Zdarza sie jednak, ze wartosci mocy
biernej obliczone zgodnie z (10) sg ujemne, pomimo ze
napiecie wyprzedza w fazie prgd. Dotyczy to ukiadéw
wielofazowych, w ktérych nastgpita zmiana kolejnosci faz.
W przypadku tréjfazowych maszyn pradu przemiennego
sytuacja taka ma miejsce po zmianie kierunku wirowania
pola magnetycznego w silnikach indukcyjnych i
synchronicznych oraz przy pracy maszyny dwustronnie
zasilanej z predkoscig nadsynchroniczng [6]. llustrujg to
przebiegi przedstawione na rysunkach 2 do 11, na ktérych
pokazano wyniki symulacji rozruchu i nawrotu nieobcigzonego
silnika indukcyjnego, wigczonego bezposrednio do sieci
zasilajgcej, oraz obcigzonego silnika synchronicznego
wzbudzanego magnesami trwalymi, sterowanego z
wykorzystaniem strategii przedstawionej w [7].
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Rys. 2. Przebiegi momentu elektromagnetycznego T, i predkosci
obrotowej wirnika n silnika indukcyjnego
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Rys. 3. Przebiegi sktadowych w osi a wektorow przestrzennych
napiecia i pradu silnika indukcyjnego

Rys. 4. Przebiegi sktadowych w osi # wektoréow przestrzennych
napiecia i pradu silnika indukcyjnego
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Rys. 6. Przebieg mocy biernej silnika indukcyjnego, obliczonej
wedtug zaleznosci (10)

400 1 1 1 1

1 : i i . | —— T *15[Nm]
200 ‘ ‘ c-N--- F- N

| ‘ ! o | — @, [rad/s]

0+=~---- P R s Feee - R Feom-o-

200+ ------ eooe- oo PN F N - ot I
-400 : : : : : —

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 t[s]0’7
Rys. 7. Przebiegi momentu elektromagnetycznego T. i predkosci
katowej wirnika @ silnika synchronicznego wzbudzanego

magnesami trwatymi

W badaniach modelowo-symulacyjnych uwzgledniono
nastepujgce dane silnika indukcyjnego klatkowego
gtebokoztobkowego w wykonaniu rurowym [5]: 55 kW, 400 V,
108 A, 1420 min‘1, 50 Hz, 0,49 kgm2 oraz dane silnika

194 PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 93 NR 1/2017



synchronicznego wzbudzanego magnesami trwatymi: 4 kW,
400V, 7,5 A, 3000 min™", 50 Hz, 0,005 kgm?.
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Rys. 8. Przebiegi sktadowych w osi a wektoréw przestrzennych
odfiltrowanego napiecia i pragdu silnika synchronicznego
wzbudzanego magnesami trwatymi
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Rys. 9. Przebiegi sktadowych w osi g wektoréow przestrzennych
odfiltrowanego napigcia i prgdu silnika synchronicznego
wzbudzanego magnesami trwatymi
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Rys. 10. Przebieg odfitrowanej mocy czynnej silnika

synchronicznego wzbudzanego magnesami trwatymi
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Rys. 11. Przebieg silnika

odfiltrowanej
synchronicznego wzbudzanego magnesami trwatymi, obliczonej
wedtug zaleznosci (10)

mocy  biernej

Zgodnie z wynikami symulacji, zaprezentowanymi na
rysunkach 2 do 6, po zmianie kolejnosci faz napiecia
zasilajgcego, inicjujgcej prace nawrotng  silnika
indukcyjnego, moc bierna ma wartosci ujemne, takze po
osiggnieciu przez wirnik ustalonej predkosci, pomimo ze
napiecie wyprzedza prad zaréwno przed zmiang, jak i po
zmianie kolejnosci faz. Podobnie w przypadku silnika
synchronicznego wzbudzanego magnesami trwatymi:
zmiana kierunku wirowania pola magnetycznego skutkuje
pojawieniem sie ujemnych warto$ci mocy biernej, pomimo
ze napiecie wyprzedza w fazie prad (rys. 7 do 11).
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Korekta formuly obliczania mocy biernej

Z wczes$niejszych rozwazan wynika, ze moc bierna
powinna by¢ dodatnia jesli napiecie wyprzedza prad,
niezaleznie od kolejnosci faz. Z tego powodu zaleznos¢
(10) powinna by¢ stosowana przy zgodnej kolejnosci faz,
natomiast przy przeciwnej kolejnosci faz nalezy stosowaé
zaleznosc¢ skorygowana:

(11)

ktéra odpowiada skorygowanej definicji mocy pozornej:

q = Uydy — Uy,

£

(12) s=ui
Oba przypadki sg zilustrowane za pomocg wykresow
fazorowych (a) i (b), pokazanych na rysunku 12. Na
wykresach tych zaznaczono kierunek wirowania wektoréw
przestrzennych napiecia i pradu: przeciwny do ruchu
wskazowek zegara przy zgodnej kolejnosci faz oraz zgodny
z ruchem wskazéwek zegara przy odwrotnej kolejnosci faz.
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Rys. 12. Zwigzki miedzy wektorami przestrzennymi napigcia i
pradu w ukfadach wielofazowych

Przez analogie do rachunku wektorowego mozna rowniez

napisa¢, odpowiednio, dla zgodnej (rys. 12c) oraz
przeciwnej (rys. 12d) kolejnosci faz:
L]
(13) ja=lic i, 0= jluyi—uyi,)
ue uy, 0
g o]
(14) ja=ju, u, 0= j(uxiy —uyix)
i iy 0

Zasadniczg cechg, ktéra odréznia moc bierng obliczong
wedtug zaleznosci (13) lub (14) od iloczynu wektorowego,
jest mozliwos¢ reprezentowania tej mocy wraz z wektorami
przestrzennymi napiecia i pradu na tej samej ptaszczyznie
zmiennych zespolonych, podczas gdy wynikiem iloczynu
wektorowego jest wektor prostopadly do  pfaszczyzny
poprowadzonej przez wektory tworzgce ten iloczyn.
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Rys. 13. Przebieg mocy biernej silnika indukcyjnego, obliczonej
wediug zaleznosci (10) przy zgodnej kolejnosci faz oraz wedtug
zaleznosci (11) przy przeciwnej kolejnosci faz

3000

1500

0 -

-15004————————————
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 t[s]0v7

Rys. 14. Przebieg odfiltrowanej mocy biernej silnika
synchronicznego wzbudzanego magnesami trwatymi, obliczonej
wediug zaleznosci (10) przy zgodnej kolejnosci faz oraz wedtug
zaleznosci (11) przy przeciwnej kolejnosci faz

Na rysunkach 13 i 14 pokazano przebiegi mocy biernej
silnikbw rozwazanych w pierwszej czesci pracy, to jest
silnika indukcyjnego klatkowego oraz silnika
synchronicznego wzbudzanego magnesami trwatymi. Do
obliczenia mocy biernej zastosowano dwie zaleznosci:
podstawowg (10) przy zgodnej kolejnosci faz oraz
skorygowana (11) przy przeciwnej kolejnosci faz. Przebiegi
pozostatych wielkosci pokrywajg sie z przebiegami
pokazanymi na rysunkach 2 do 11.

Obliczanie mocy w uktadach tréjfazowych
Przeksztatcenie dowolnych wielkosci fazowych v,, vy, V.
ukfadu tréjfazowego, zachowujgce inwariantno$¢ mocy, na
sktadowe wektora przestrzennego, reprezentowanego w
ukladzie wspotrzednych prostokgtnych, ma nastepujgca

postac:
X :x/%(va_évb lVC)
(15) vy =5V~ Vo)
Vo == (Va + vy +V,)
W przypadku ukiadu symetrycznego nie wystepuje

sktadowa zerowa wektora: v, = 0.

Uwzgledniajgc powyzsze zaleznosci oraz wyrazenia (9),
(10) i (11), okreslajgce moc czynng i bierng na podstawie
skladowych wektoréw przestrzennych napiecia i pradu,
otrzymuje sie zaleznosci pozwalajgce obliczy¢ moc czynng i
bierng na podstawie napie¢ i prgdéw fazowych uktadu
tréjfazowego. Moc czynna uktadu tréjfazowego:

(16) P = U,i, + Uyiy + Ui,

Moc bierna ukiadu tréjfazowego przy zgodnej kolejnosci
faz:
(17) q:%(ub_uc)ia"'%(uc_ua)ib_"%(ua_ub)ic

Moc bierna uktadu tréjfazowego przy przeciwnej kolejnosci
faz:
(18) q:%(uc_ub)ia"'%(ua_uc)ib"'%(ub_ua)ic

Poréwnujac zaleznosci (17) i (18) mozna zauwazyé, ze
napiecia fazowe w poszczegdlnych skfadnikach tych
zaleznosci wystepujg w odwrotnej kolejnosci, co potwierdza

adekwatnos¢ formuty (11) w przypadku odwrotnej
kolejnosci faz.

Podsumowanie

Zgodnie z przyjetg definicja mocy biernej jej wartosci
powinny by¢ dodatnie, jesli napiecie wyprzedza w fazie
prad oraz ujemne w przeciwnej sytuacji. Zdarza sie jednak,
ze wartosci mocy biernej obliczone zgodnie ze znang
formutg sg ujemne, pomimo ze napiecie wyprzedza w fazie
prad. Dotyczy to ukladéw wielofazowych, w ktérych
nastgpita zmiana kolejnosci faz. W przypadku tréjfazowych
maszyn pragdu przemiennego sytuacja taka ma miejsce po
zmianie kierunku wirowania pola magnetycznego w
silnikach indukcyjnych i synchronicznych oraz przy pracy
maszyny dwustronnie zasilanej z predkoscig
nadsynchroniczng. Aby dodatnia moc bierna zawsze
odpowiadata napieciu wyprzedzajgcemu w fazie prad
nalezy przy jej obliczaniu korzysta¢ z dwdch zaleznosci:
podstawowej — przy zgodnej kolejnosci faz oraz
skorygowanej — przy przeciwnej kolejnosci faz.
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