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elektrycznych Uwagi krytyczne. Przegląd Elektrotechniczny, R.92, Nr 10/2016”

´

´

´ ´
´

´
´

´
´

´ ´ ´ ´

´ ´ ´
´

Streszczenie. Artykuł zawiera ripostę na artykuł Ryszarda Sikory pt.: Pochodne ułamkowe w teorii obwodów elektrycznych Uwagi krytyczne. Przegląd
Elektrotechniczny, R.92, Nr 10/2016’

Abstract. The paper is a riposte to a paper entitled: (Yet: “Fractional Calculus.” Riposte to the paper by Ryszarda Sikory pt.: “Pochodne
ułamkowe w teorii obwodów elektrycznych Uwagi krytyczne. Przegląd Elektrotechniczny, R.92, Nr 10/2016”)
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Wprowadzenie
Nie wolno nie odpowiedziec na artykuł autorstwa

Ryszarda Sikory pod tytułem: “Pochodne ułamkowe w
teorii obwodów elektrycznych Uwagi krytyczne”, który ukazał
się w Przeglądzie Elektrotechnicznym R.92 Nr 10/2016 na
stronach 274 - 276. Autor artykułu nie tylko nie stosuje
powszechnie przyjętych w nauce reguł dowodzenia i kon-
trdowodzenia ograniczając się do gołosłownych stwierdzen,
używając niespotykanego w naukowej dyskusji ‘’wytykania
palcem” autorów, których prac poprawnosc neguje. Autor nie
przedstawił żadnych swoich wyników badan dowodzących
wyższosci opisu dynamiki superkondensatora za pomocą
klasycznych równan różniczkowych w stosunku do rów-
nan różniczkowych niecałkowitych rzędów, ma za to “uwagi
krytyczne” dotyczące zastosowania rówan różniczkowych
niecałkowitych rzędów w elektrotechnice. Przypominając, że
istnieje pełna równoważnosc wielkosci fizycznych i równan
w innych dziedzinach fizyki, oznacza to, że Autor bezpod-
stawnie podważa jednoczenie sensownosc zastosowan rów-
nan różniczkowych niecałkowitych rzędów w mechanice, hy-
draulice, pneumatyce i td.

Rachunek różniczkowo-całkowy - przegląd historyczny
Rachunek różniczkowo-całkowy niecałkowitych rzędów,

tj.

´

dotyczący pochodnych i całek dowolnych rzędów
rzeczywistych nie jest nowym narzędziem matematycznym.
Za datę powstania rachunku różniczkowego niecałkowitych
rzędów uznaje się rok 1695, kiedy markiz Guillaume François
Antoine de l’Hospital (uczen Bernoulliego i Leibnitza) napisał
list do swojego mistrza Gotfryda Wilhelma Leibnitza z zapy-
taniem co będzie, gdy we wprowadzonej i uznawanej już no-
tacji pochodnej dny

dxn dla n ∈ N wstawi się n = 1 ´
´

´
´

´

2 . W liscie da-
towanym na 30 wrzesnia 1695 Leibnitz odpisał “... This is an
apparent paradox from which, one day, useful consequences
will be drawn. ...” co można przetłumaczyc jako “... Jest
to oczywisty paradoks, z którego kiedys zostaną wyciągnięte
użyteczne wnioski ...”. Okazało się, że to prorocze słowa.

Pózniej rachunkiem różniczkwo-całkowym niecałkow-
itych rzędów zajmowali się w XIX wieku najwięksi matem-
atycy: Leonhard Euler (1738), Pierre Simon de Laplace
(1812), Jean Baptiste Joseph Fourier (1822), Niels Henrik
Abel (1823), Joseph Liouville (1832), Georg Friedrich Bern-
hard Riemann (1876).

1.1 Problem polskiego nazewnictwa

Dziedzina matematyki “ Rachunek różniczkowy i całkowy”,
która ma krótki odpowiednik w języku angielskim “calcu-
lus”, a po francusku to “calcul différentiel et intégral” dotyczy
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´
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pochodnych całkowitych rzędów (pierwsza pochodna, druga
pochdna i td) i całek wielokrotnych (całka, całka podwójna
i td). Dopuszczając rzędy niecałkowite np. 1.3, 2.5, π i td.
dla pochodnych i całek mamy do czynienia z rachunkiem
różniczkowo-całkowym niecałkowitych czy ułamkowych (cza-
sami, lecz coraz rzadziej frakcyjnych) rzędów [19, 21, 18, 22,
16, 23, 11]. W nazwie rachunku jest pewna pułapka nomen-
klaturowa sugerująca, że wymieniony wyżej rachunek doty-
czy tylko rzędów ułamkowych. To nieprawda, bo rachunek
różniczkowo-całkowy niecałkowitych rzędów zawiera w so-
bie również rzędy całkowite. Złym zatem okresleniem jest
też rachunek dowolnych rzędów, bo sugeruje dowolnsc n-
tego rzędu. Na marginesie należy wspomniec, że dopuszcza
się również rzędy zespolone oraz zmienne (zmianiające się
w czasie rozwiązania równania różniczkowego). Najpop-
ularniejsze jest w Polsce okreslenie rachunek różniczkowy
niecałkowitych rzędów (RRNR) (choc obejmuje również
całkowite).

1.2 Perspektywy ´zastosowan rachunku
różniczkowo-całkowego niecałkowitych
rzędów

´ ´

´
´

´
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´

Wielki pionier rachunku różniczkowo-calkowego niecałkow-
itych rzędów, nieżyjący już, Katsuyuki Nishimoto [15]
stwierdził dwadziscia lat przed nadejsciem nowego wieku,
że będzie to rachunek XXI wieku (ang. Fractional Calculus:
Calculus of the XXI century). Dwie dekady obecnego wieku
potwierdzają jego wielkią naukową przepowiednię, gdyż
liczba artykułów poswięconych zastosowaniom rachunku
różniczkowego niecałkowitych rzędów rosnie wykładniczo.

Równania Maxwella - tło historyczne
James Clerk Maxwell w roku 1861 zebrał cztery równa-

nia tworząc tzw. prawa elektrodynamiki.
Amerykanin Lewis Waterman jeszcze nie opracował

systemu „zasilania kanalikowego” “wiecznego pióra”, który
zapobiegał robieniu kleksów dzięki regulacji dopływu atra-
mentu (1884). Jeszcze Thomas Alva Edison nie opatentował
żarówki elektrycznej (1879).

Wynika z tego, że równania Maxwella powstawały przy
swietle świecy i pisane były gęsim piórem.

Od tego czasu dokładnosc pomiaru czasu zmieniła się.
Zegary o dokładnosci 1[s]/[rok] z konca XIX wieku przek-
ształciły się do zegarów atomowych o dokładnosci 1

106
1[s]
[rok]

´ ´

´

. Urządzenia do pomiaru pojemnosci i indukcyjnosci to nu-
meryczne resjetratory wykorzystujące tzw. karty pomiarowe
o coraz większej rozdzielczosci.

PRZEGLĄD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 93 NR 3/2017 175



´
´

´

1.1 Nowe elementy elektrotechniki

W ciągu ostatnich 140 lat pojawiły się całkowicie nowe
urządzenia elektrotechniczne, o których nie śnił Maxwell, a
których Autor ripostowanej pracy zdaje się nie zauważac.
Trzeba tu wymienic:

• Super-kondensator (o równoważnych nazwach: ultra-
kondensator, złoty kondensator, kondensator elek-
trochemiczny czy nawet kondensator ułamkowy (od
aparatu matematycznego stosowanego do jego opisu)
[28]).

• Rezystor z pamięcią czyli” memrytstor” [5, 1].
• Cewka indukcyjna z efektem wypierania prądu (ang. in-

ductance with a skin effect) [7] czy cewki o ułamkowej
indukcyjnosci wzajemnej [26]

Istnieje ogromna literatura dotycząca modelowania matem-
atycznego tych elementów.

´

´ ´
´

Najbardziej przydatnym
narzędziem matematycznym okazał się własnie rachunek
różniczkowo-całkowy niecałkowitych rzędów [13, 24, 3, 8, 17,
6, 14, 9]. Cytowana tutaj literatura dotycząca nowych ele-
mentów, w szczególnosci super-kondensatora nie rosci so-
bie prawa do kompletnosci. Jest to zaledwie ułamek licznych
prac z tej dziedziny.

´
´ ´

´

´ ´

Wraz z nowymi elementami dynamicznymi pojawiło
się pozornie nowe narzędzie matematyczne: rachunek
różniczkowo-całkowy niecałkowitych rzędów. To nie jest już
XIX wiek pary, eletrycznosci i elektrotechniki, to nie jest już
XX wiek elektroniki i informatyki, to jest wiek XXI uscislenia
opisu podstawowych praw fizyki i rozwoju odpowiedającego
im narzędzia matematyki: rachunku różniczkowo-całkowego
niecałkowitych rzędów.

Brak adekwatnej literatury
Pierwszym zarzutem dotyczącym pracy jest brak

odwołan do fundamentalnej literatury z dziedziny rachunku
różniczkowo-całkowego niecałkowitych rzędów, a w
szeczególnosci tych pozycji, które dotyczą opisu i jednosci
mian super-kondensatora. Autor zacytował zaledwie 7
pozycji literatury, w tym dwa swoje podręczniki. Takie

´

´

´

wybiórcze cytowanie publikacji jest pierwszym poważnym
mankamentem pracy, do której odnosi się niniesza riposta.

Pochodne i całki niecałkowitych i całkowitych rzędów
Drugim poważnym zarzutem jest nieokreslenie definicji

pochodnej niecałkowitego rzędu, do której odnosi się Autor.
Definicji całek i pochodnych niecałkowitych rzędów jest
wiele. Najważniejszą z nich wydaje się byc pochodno-całka
Riemanna-Liouville’a.

Definicja 1 Niech Ω = [t0, t] gdzie −∞ < t0 < t <
+∞ oznacza skonczony przedział na osi liczb rzeczywistych
R. Lewostronna całka Riemanna-Liouville’a rzędu ν ∈
C, (Re{ν} > 0) funkcji rzeczywistej f jest zdefiniowana
nastepująca całką

(1) RL
t0 I

(ν)
t f(t) =

1

Γ(ν)

∫ t

t0

f(τ)

´

(t− τ)
1−ν dτ,

gdzie Γ(ν) jest funkcją gamma Eulera. W oznaczeniu całki
dolne indeksy t0, t oznaczają przedział całkowania, Górny
indeks RL oznacza całkę Riemanna-Liouville’a, a ν jest rzę-
dem całkowania.

Bardzo podobnie definiuje się całkę prawostronną
Riemanna-Liouville’a.
Definicja 2 Dla t < tk oraz �{ν} > 0 z przedziału [t, tk)
całka prawostronna Riemanna-Liouville’a ma postac

(2) RL
t I

(ν)
tk

f(t) =
1

Γ(ν)

∫ tk

t

f(τ)

(τ − t)
1−ν dτ.

Dla ν = n ∈ N powyższe definicje stają się klasycznymi
całkami wielokrotnymi

RL
t0 I

(n)
t f(t)(3)

=

∫ t

t0

· · ·
[∫ tn−2

t0

[∫ tn−1

t0

f (tn) dtn

]
dtn−1

]
· · · dt1

=
1

(n− 1)!

∫ t

´

´

t0

(τ − t)n−1f(τ)dτ.

W inżynierskich zastosowaniach wykorzystywana jest
głównie całka lewostronna, dlatego w dalszej częsci
artykułu tylko ona będzie wykorzystywana. Lewostronną
pochodną Riemanna-Liouville’a definiuje się na bazie wyżej
wymienionej całki.

Definicja 3 Niech Ω = [t0, t] gdzie −∞ < t0 < t <
+∞ oznacza skonczony przedział na osi liczb rzeczywistych
R. Lewostronna pochodna Riemanna-Liouville’a rzędu ν ∈
C, (Re{ν} > 0) funkcji rzeczywistej f jest zdefiniowana
nastepującą pochodną całki

RL
t0 D

(n)
t f(t) =

(
dn

dtn

)
RL
t0 D

(n−ν)
t f(t)

=
1

Γ(n− ν)

dn

dtn

[∫ t

t0

f(τ)

(t− τ)
ν+1−n dτ

]
(4)

´ ´
´

´
´

´

´

gdzie n = [Re{ν}] + 1, a [Re{ν}] oznacza częsc całkowitą
częsci rzeczywistej rzędu ν. Pozostałe indeksy oznaczają to
samo co w przypadku całki Riemanna-Liouville’a.
Pozostałe indeksy oznaczają to samo co w przypadku całki
Riemanna-Liouville’a.

Do oznaczenia pochodnej niecałkowitego rzędu ν
można również użyc klasycznego oznaczenia pochodnej dν

dtν

[10], ale wprowadzone w [23] oznaczenie wydaje się byc
bardziej precyzyjne, bo zawiera jednoczesnie dodatkowe in-
formacje w postaci indeksów.

W szczególnosci, dla ν = n ∈ N0

RL
t0 D

(0)
t f(t) = f(t),(5)

RL
t0 D

(n)
t f(t) =

dn

dtn
f(t), n ∈ N.(6)

´
Dla funkcji f , dla których istnieje jednostronna transfor-

mata Laplace’a F (s) oraz istnieją skonczone granice

lim
t→0+

[
di

dti

[
RL
0 I

(n−ν)
t f(t)

]]
= c �= 0,(7)

lim
t→inf

[
di

dti

[
RL
0 I

(n−ν)
t f(t)

]]
= 0,

dla i = 0, 1, · · ·n− 1,(8)

´transformata pochodnej niecałkowitych rzędów (okreslonych
dla t0 = 0) wynosi
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L{RL
t0 D

(ν)
t f(t)} = sνF (s)

−
n−1∑
i=0

sn−1−i

[
di

dti

[
RL
0 I

(n−ν)
t f(t)

]]∣∣∣∣∣∣
t=0+

.(9)

´

´

W szczególnosci dla zerowych warunków początkowych
transformata Laplace’a równa się

t0 D
(ν)(10) L{RL
t f(t)} = sνF (s).

Transformata całki niecałkowitego rzędu ma postac

t0 I
(ν)(11) L{RL
t f(t)} =

F (s)

sν
.

´
´

Równania różniczkowe ułamkowych i całkowitych
rzędów

Wyobrazmy sobie eksperyment polegający na strzelaniu
do tarczy strzelniczej. Typowy rozkład n = ν = 4 trafien
pokazany jest na rys. 1

´

´
´

Rys. 1. Typowy rozkład trafien na tarczy strzelniczej.

Takiemu rozkładowi trafien odpowiada równanie różniczkowe
o rzędach równych odległosci trafienia od środka tarczy, czyli

F
[
RL
t0 D

(νn)
t y(t),RL

t0 D
(νn−1)
t y(t), · · ·

· · · , RL
t0 D

(ν1)
t y(t), y(t), t, u(t)

]
= 0,(12)

´
´

gdzie νi ∈ R+ oraz νn > νn−1 > · · · ν1 > 0 a F jest
funkcja ogólnie nieliniową kolejnych pochodnych funkcji y(t)
oraz znanej funkcji u(t).

Wyobrazmy sobie teraz eksperyment polegający na
strzelaniu do tarczy strzelniczej, w którym wolno tylko trafiac
w okręgi o kolejnych promieniach 1, 2 · · · .

´
Nietrafienie

eliminuje zawodnika. Taki rozkład trafien pokazany jest na
rys. 2. Odpowiada mu klasyczne równanie różniczkowe tzw.
n-tego rzędu.

(13) F

[
dny(t)

dtn
,
dn−1y(t)

dt
, y(t), t

dtn−1
, · · · , dy(t)

]
= 0

´ ´

´

Bez sprawdzania wyników jakichkolwiek zawodów strz-
eleckich, w tym zawodów Nowożytnych Olimpiad można
stwierdzic, że nigdy nie było takiego rozkładu trafien na
tarczy strzelniczej w strzelaniu z łuku czy broni palnej jaki
pokazany został na rys. 2. Modelowanie elementów dy-
namicznych pokazuje, że tak samo jest z rzędami równan
różniczkowych opisujących rzeczywiste układy dynamiczne.

´

´

Rys. 2. Niespotykany rozkład trafien na tarczy strzelniczej.

Autor artykułu będącego celem niniejszej riposty nie
przedstawił dowodu, że dynamiczne obwody (układy) elek-
tryczne muszą byc opisane tylko równaniami różniczkowymi
całkowitych rzędów zgodnymi z XIX-wiecznymi prawami
Maxwella. ´ ´Poprawnosc tezy przeciwnej ilustruje rys.

´ ´

´

1. Czytelnicy intuicyjnie osądzą zatem, jakie równania
różniczkowe dokładniej opisują zjawiska fizyczne. Nie jest
to jednak formalny dowód.

1.2 Dydaktyczny przykład obliczeniowy

Trzecim bardzo poważnym zarzutem do pracy poddanej
riposcie jest brak dowodu na nieprzydatnoc rachunku
różniczkowo-całkowiego w opisie elementów elektrotech-
nicznych. Oto prosty przykład pokazujący własnie twierdze-
nie przeciwne.

Weżmy pod uwagę dwa proste liniowe, stacjonarne rów-
nania różniczkowe. Klasyczne, tzw. pierwszego rzędu

(14)
dy1(t)

dt
+ y1(t) = 1(t),

gdzie 1(t) jest funkcją skoku jednostkowego oraz
“atakowane” przez Autora równanie rózniczkowe niecałkow-
itych rzędów, dla rzędów z przedziału ν ∈ (0, 2]

(15) RL
t0 D

(n)

´

t yν(t) + yν(t) = 1(t).

Dolne indeksy rozwiązan oznaczają rzędy. Numeryczne
rozwiązanie równania liniowego stacjonarnego pierwszego
rzędu (14), przy zerowym warunku początkowym i oraz
rozwiązania równania (15) dla rzędów ze zbioru ν ∈
{0.80, 0.85, · · · , 1.2} pokazane zostały na Rys. 3.

´Rys. 3. Numeryczne rozwiązania równan różniczkowych (14) oraz
(15).
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Z przedstawionych przebiegów wynika bardzo ważny,
wręcz fundamentalny inżynierski wniosek o ciągłosci
rozwiązan równan różniczkowych całkowitych i niecałkow-
itych rzędów. Rozwiązanie y1(t) równania (14) zawarte jest
w zbiorze rozwiązan równania (15). Co więcej

(16)

´ ´
´ ´

´ ´

lim
ν→1±

yν(t) = y1(t)

Oznacza to, że tzw. klasyczny rachunek różniczkowo-
całkowy [12] i rachunek różniczkowo-całkowy niecałkowitych
rzędów stanowią jedną zgodną rodzinę, którą próbuje “skłó-
cic” Autor pracy poddanej riposcie.

To odpowiedz na zarzut Autora o nieprzydatnosci za-
stosowan równan różniczkowych niecałkowitych rzędów w
elektrotechnice. Równanie różniczkowe niższych niecałkow-
itych rzędów opisze dokładniej (stanowi lepszy model
matematyczny) wielu zjawisk fizycznych np. ´sprzężen

´

między-przewodowych elektrostatycznych czy indukcyjnych
nawet “tzw. klasycznych” obwodów elektrycznych [2].

Modelowanie układów dynamicznych za pomocą równan
różniczkowych niecałkowitych rzędów

Autor twierdzi “Otóż równania (43), (44) (45) i (46) wys-
tępujące w pracy [1] ( według numeracji Autora) poniżej za-
pisane jako równania (17) - (20)

(17) ic(t) =
dαq(t)

dtα
,

(18) ic(t) = C
dαuc(t)

dtα
,wg. (4), ic(t) = CRL

t0 D
(α)
t uc(t),

(19) uL(t) =
dαΦ(t)

dtα
,

(20) uL(t) = L
dαiL(t)

dtα
,

´
´

´

´

´

są po prostu błędne (wytłuszczenie moje). Przy tym au-
tor wbrew powszechnie stosowanym zasadom nie podał co
oznaczają wielkosci użyte we wzorach (17) - (20). Czym
jest α, jaki ma zakres wartosci. Matematycy, mechanicy
nie znając oznaczen uznają je za prowidłowo napisane rów-
nania różniczkowe dowolnych rzędów. Na jakiej podstawie
autor autorytatywnie stwierdza, że są błędne? Brakuje
dowodu. Niepoparte niczym stwierdzenie jest kolejnym ar-
gumentem wskazującym ma poważne wady artykułu pod-
danego ripociescie.

I dalej autor stwierdza (cytat): “Poprawnie zapisane
powyższe równania mają następującą postac:

(21) ic(t) =
dq(t)

dt
,

(22) ic(t) = C
duc(t)

dt
,

(23) uL(t) =
dΦ(t)

dt
,

´Tablica 1. Odpowiedniki wielksoci elektrycznych i cieczowych
Układ Elektryczny Cieczowy

Potencjał ´[V] Cisnienie
[

N
m2

]
Przepływ [A] Przepływ

[
m3

s

]

Rezystancja [Ω] Rȯżnica poziomow
Przepyw

[
m
m3

s

]
´ ´Pojemnosc [F] Pole powierzchni [m2]

´ ´Indukcyjnosc [H] ´ ´Bezwładnosc

[
N
m2

m3

s2

]

(24)

´

uL(t) = L
diL(t)

dt
.

Oczywiscie obiektywni czytelnicy zgodza się z tym stwierdze-
niem. I jak we wzorze (22) wstawimy uc(t) = 1(t) to

(25) ic(t) = C
d1(t)

dt
= Cδ(t),

´ ´

´

gdzie δ(t) oznacza jednostkowy impuls Diraca. Jest to
również równosc poprawna. Zatem wbrew twierdzeniom au-
tora, wszystkie równania (17) - (24) są prawidłowe.

Problem pojawia się, kiedy zada się pytanie. Jakie
rzeczywiste układy opisują równania (17) - (24)? W przy-
padku modelowania kondesatora równanie (22), wbrew
twierdzeniu Autora, nie jest prawdziwe, bo nie istnieje kon-
densator opisany równaniem (22).

Równania (22) oraz (18) można zapisac w postaci
równoważnej

(26) uc(t) =
1

C

∫ t

t0

ic(τ)dτ + uc (t0) ,

(27) uc(t) =
1

Cs

RL
t0 I

(ν)

´

t uc(t) + uc (t0) ,

gdzie C oraz Cs oznaczają odpowiednio pojemnosci klasy-
cznego i super-kondensatora, ic(t) to prąd jako funkcja
czasu, a uc(t) to napięcie. W tej postaci otrzymuje
się znacznie lepszy model rzeczywistych elementów elek-
trycznych jakim jest kondensator oraz super-kondensator.

´
System elektryczny ma równoważnik w postaci sys-

temu hydraulicznego z odpowiednimi wielkosciami przed-
stawionymi na rys.

´ ´ ´
´

4 gdzie na czarno przedstawione
są nieprzepuszczalne ściany zbiornika o stałym przekroju.
Czerwonym kolorem oznaczony jest “korek” (nieszczelny,
co odpowiada upływnosci kondensatora). Równoważnosc
wielkosci elektrycznych i cieczowych podana jest w Tabeli 1
[27].

´

´

Na rysunku 6 pokazany został zbiornik wypełniony sub-
stancją porowatą. Tym razem napelnianie zbiornika będzie
podobne do ładowania super-kondensatora. Proporcje po-
jemnosci klasycznego kondensatora i superkondensatora nie
są zachowane.

Obecnie równania różniczkowe niecałkowitych rzędów
coraz częsciej stosuje się do opisu obowodów elektrycznych
nie tylko z elementami z tzw. “pamięcią” [4]. Te równania
znacznie dokładniej opisują również obwody ‘klasyczne” [29].
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Rys. 4. Pusty zbiornik o nieprzepuszczalnych ścianach i stałym
przekroju.

´

´ ´

´

´

´

´ ´

´
´

´ ´
´ ´

´
´ ´

´

Rys. 5. Analogia elektryczna obiektu hydraulicznego z rysunku 4.

Problem zgodnosci jednostek czyli problem “Jajka
Kolumba”

Podstawowym zarzutem stawianym przez Autora jest
niezgodnosc jednostek w opisie nowych elementów elek-
trotechniki reprezentowanych przez superkondensator. Au-
tor nie odnosi się tutaj do niezgodnosci jednostek w opisie
cewki indukcyjnej z efektem wypierania prądu i memrystora.
Problem zgodnosci jednostek w opisie super-kondensatora
rozwiązany został już na wiele sposobów [25, 4, 30].

Najprostrzym rozwiązaniem problemu niezgodnosci jed-
nostek w przypadku nowych elementów dynamicznych jest
metodologia zastosowana przez Krzysztofa Kolumba w
postawieniu jajka. Rozwiązanie jest bardzo proste i znane
jako “Jajko Kolumba”. W elektrotechnice znane jest poję-
cie czwórnika. To pojęcie, rozszerzone na dowolne układy
dynamiczne daje relacje np. [V ] → [rad/s] w układach
elektromechanicznych (silnik elektryczny z napięciowym syg-
nałem wejciowym i wyjsciowym w postaci prędkosci obro-
towej) lub [rad] → [oK] w systemach grzewczych (z
sygnałem wejsciowym w postaci kąta obrotu zaworu reg-
ulującego przepływ czynnika grzewczego i sygnałem wyjs-
ciowym w postaci temperatury ogrzewanego obiektu).

Współczynniki gwarantują zgodnosc jednostek sygnału
wejsciowego i wyjsciowego.

Przykład paradoksu Leibnitza
W fundamentalnej pracy [20] w podrozdziale 7.3 zaty-

tułowanym “Stany nieustalowe w liniach długich”, w punkcie
4 “Włączanie dowolnego napięcia do linii nieskonczenie
długiej bez upływnosci i indukcyjnosci (G = 0. L = 0)
na stronie 613 rozpatrywany jest przypadek szczególny, w
którym przykłada się napięcie w postaci skoku o wartosci U1

(28) u1(t) = U11(t).

´Rys. 6. Pusty zbiornik o nieprzepuszczalnych ścianach, częsciowo
wypełniony substancją porowatą. Analogia układu elektrycznego z
super-kondensatorem.

Wtedy transformaty Laplace’a napięcia i prądu opisują wzory

(29) ū(x, s) =
U1

s
e−αx

√
s, (7− 214) w pracy[20]

(30) ī(x, s) =
U1α

R
e−αx

√
s,

´ ´
´

(7− 214) w pracy[20]

gdzie R oraz C to odpowiednio opór oraz pojemnosc na jed-
nostkę długosci linii, α =

√
´ ´RC, x- odległosc od początku

linii (x > 0, t > 0). Po przekształceniach otrzymuje się prąd

(31) i1(t) =
U1α

R
√
πt

. (7− 218) w pracy[20]

Korzysta się teraz ze znanej transformaty Laplace’a

(32) L{tα} =
Γ(α+ 1)

sα+1
.

´W szczególnosci, dla α = − 1
2 z powyższego wzoru otrzy-

muje się

(33) L{t−0.5} = L
{

1√
t

}
=

Γ( 12 )

s
1
2

=

√
π

s
1
2

.

Oblicza się teraz transformaty Laplace’a napięcia i prądu

(34) L{u1(t)} = ū1(s) =
U1

s
,

(35) L{i1(t)} = ī1(s) =
U1

√
RC

R
√
π

L
{

1√
t

}
=

U1

√
C√

Rs
1
2

.

´ ´ ´

¯

Eliminując z powyższych równan wielkosc U1 otrzymuje się

(36) i1(s) =

√
C

R
s

1
2 ū1(s).

Stosując odwrotną transformatę Laplace’a do obu stron
powyższego równania otrzymuje się

(37) i1(t) =

√
C

R
RL
0 D

(α)

´ ´
´

´

´ ´

t u1(t)

czyli równanie (18). Czy autor, znając niewątpliwie fun-
damentalną monografię [20], opublikowaną 44 lata temu,
zgłaszał błędy w niej zawarte? Teraz Autor kwestionuje
celowosc stosowania ułamkowego równana różniczkowego
własnie dającego rozwiązanie ze strony 613 pracy [20].

To jest przykład paradoksu Leibnitza.

Podsumowanie
Publikację artykułu pt.: “Pochodne ułamkowe w teorii

obwodów elektrycznych Uwagi krytyczne” ISSN 0033-2097,
R. 92 NR 10/2106 Przeglądu Elektrotechnicznego uważam
za szkodliwą, bo osmiesza Polską Naukę. Tego typu
dyskusje przetoczyły się przez polski świat naukowy 20
lat temu z aroganckimi stwierdzeniami recenzentów “po
co tworzyc niepotrzebne byty”. Uwczesni recenzenci nie
napisali żadnej pracy z dziedziny rachunku różniczkowo-
całkowego nicałkowitych rzędów, a mimo tego uważali się za
ekspertów władnych odrzucenia wniosków o naukowe granty.
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´
´

´ ´

´ ´

´

´ ´

´

´

´

Zatrzymali finansowanie na lata, lecz nie zdołali zatrzymac
badan w tej dziedzinie w Polsce.

Teraz to zamierzchła przeszłosc, a pracę: “Pochodne
ułamkowe w teorii obwodów elektrycznych Uwagi krytyczne”,
Przegląd Elektrotechniczny R.92 Nr 10/2016, str. 274 - 276
należy zaliczyc do kategorii głosów - “upiorów przeszłosci”.

W ciągu ostatnich 20 lat Komitet Badan Naukowych
czy póżniej Narodowe Centrum Nauki sfinansowały wiele
grantów powięconych tej tematyce. Zostało obronionych
wiele prac doktorskich i habilitacyjnych na ten temat.
Napisano wiele cenionych na świecie polsko- i anglojęzy-
cznych monografii. Polska jest uznawana jako bardzo mocne
centrum badan i zastosowan rachunku różniczkowewo-
całkowego niecałkowitych rzędów (obok wielkich pionierów
Francji, USA, Japonii, Rosji, Portugali czy Hiszpani) a artykuł
poddany riposcie bez żadnych merytorycznych argumetnów
gołosłownie podkopuje tę z trudem wywalczoną pozycję.

Historia nauki zna takie wsteczne reakcje. Byli “wielcy”
naukowcy, którzy twierdzili, że Ziemia jest płaska, że nie ist-
nieją bakterie, że atom jest niepodzielny. Oznacza to, że nie
mamy do czynieninia z nowym zachowaniem, ale tak sza-
cowne czasopismo naukowo-techniczne jak Przegląd Elek-
trotechniczny, znając niewątpliwie te historie, nie powinno
drukowac hamujących postęp naukowy artykułów.

Praca Ryszarda Sikory nie zatrzyma tworzenia nowych
materiałów, dynamicznych elementów elektrotechnicznych
oraz stosowania do ich opisu adekwatnego rachunku
różniczkowo-całkowego niecałkowitych rzędów, czyli jed-
nak przyszło’scią jest rachunek różniczkowo niecałkowitych
rzędów.

Anglojęzyczni naukowcy niniejszą ripostę wyraziliby jed-
nym zdaniem. To “making a whole in the water”. Francuzi
też mają swój odpowiednik. To “chercher midi á quatorze
heures”.

Autor: Piotr Ostalczyk, Instytut Informatyki Stosowanej, Po-
litechnika Łódzka, ul. Stefanowskiego 18/22, 90-924 Łódz,
email: postalcz@p.lodz.pl
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Elektrotechniki, 2008, Zeszyt 239, str.17 - 28.

[25] Sierociuk D., Sarwas G. and Twardy M.: Resonance phe-
nomena in circuits with ultracapacitors, Proceedings of the
12th International Conference Environment and Electrical En-
gineering (EEEIC), 2013, DOI. 10.1109/EEEIC.2013.6549616

[26] Soltan A., Radwan A.G. and Soliman A.M.: Fractional-order
mutual inductance: analysis and design, International Journal
of Circuit Theorey and Applications, 2016, Vol. 44, pp. 85 - 97.

[27] Takahashi Y., Rabins M.J. oraz Auslander D.M.: Sterowanie
i systemy dynamiczne, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne,
Warszawa 1976.

[28] Tripathy M.C. and Behera S.: Modelling and Analysis of Frac-
tional Capacitors, International Journal of Engineering and
Applied Siences, 2015, vol. 2, Issue 10, pp. 29 - 32, ISSN:
2394-3661.

[29] Włodarczyk M. and Zawadzki A.: Obwody RLC w as-
pekcie pochodnych nieałkowitych rzędów dodatnich„ Elek-
tryka, 2011, Zeszyt 1 (217), Rok LVII, str. 75 - 88.

[30] Włodarczyk M.: Some remarks on physical units of frac-
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