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Wykorzystanie metody linearyzacyjnej do wyznaczania statych
czasowych modeli tuku elektrycznego z wymuszeniem

pradowym prostokatnym

Streszczenie. Opisano trudnosci w eksperymentalnym wyznaczaniu statych czasowych modeli matematycznych tuku elektrycznego. Rozwazono
przebiegi napiecia w obwodzie z wymuszeniem prgdowym prostokatnym i modelem Pentegowa fuku. Zastosowano metode linearyzacyjng do
wyznaczania statych czasowych uproszczonych modeli liniowych, stanowigcych szczegéine przypadki modelu Pentegowa. Na podstawie symulacji
komputerowych proceséw w obwodzie z parametrami modeli, wskazano na mozliwo$¢ stosunkowo doktadnego wyznaczania statych czasowych

tych modeli.

Abstract. Difficulties in experimental determination of time constants of electric arc models were described. There have been taken under
consideration voltage time series in circuit with forced rectangular current and the Pentegov arc model. The linearization method was applied for
obtaining time constants of simplified linear arc models which are the particular variants of the Pentegov model. On the basis of computer
simulations of processes in circuit with model parameters, it was indicated the possibility of a relatively precise determination of the time constants of
these models. (Application of a linearization method for determining time constants of electric arc models with a rectangular current

source).

Stowa kluczowe: tuk elektryczny, model Pentegowa, stata czasowa, metoda linearyzacyjna.
Keywords: electrical arc, Pentegov model, time constant, linearization method.

Wstep

Wyznaczanie eksperymentalne funkcji ttumienia tuku
elektrycznego jest potrzebne do wyznaczania: warunkéw
stabilnosci ptoniecia wytadowania, zakreséw mozliwych
oddziatywan zewnetrznych na tuk, parametrow zrodta
energii i pozostatych elementéw w obwodzie zasilania oraz
entalpii tuku. Poniewaz tlumienie =zalezy od wielu
parametrow tuku, to wykorzystywane sg funkcje wzgledem
réznych  argumentéw (pradu, cisnienia, strumienia
przeptywu gazowego itd.) [1]. Jednak najczesciej thumienie
proceséw cieplnych i elektrycznych przedstawiane jest jako
silnie nieliniowa funkcja pradu stanu [2]. Pomimo to w
wiekszosci uproszczonych modeli matematycznych funkcje
ttumienia zastepuje sie statg wartoscig parametru, tzw. statg
czasowg. Réwnoczesnie podejmowane s3g takze dziatania
odwrotne, czyli préby uzmienniania statej czasowej w
prostych i hybrydowych modelach tuku, zaréwno bez
przeprowadzania $cistych analiz fizycznych [3], jak i z takimi
analizami [4].

Uproszczone modele matematyczne tuku sg zwykle
jednowymiarowe i charakteryzujg sie matg liczbg statych
parametrow. Przyjete zatozenia upraszczajgce okreslajg
warunki prowadzenia badan eksperymentalnych i sposéb
wyznaczania jego parametrow. Ze wzgledu na bardzo duzy
poziom generowanych zaktdcen i bardzo duzg wrazliwosé
tuku na zaktdcenia zewnetrzne, nalezy podejmowac rézne
dziatania w celach ekranowania obszaru wytadowania i
stabilizacji tuku poddanego réznym wymuszeniom
elektrycznym. Wybdr rodzaju wymuszenia elektrycznego
wynika z: przewidywanych warunkéw ptoniecia tuku w
urzgdzeniu elektrotechnologicznym, dysponowanego zrédta
energii 0 przestrajanych parametrach, wzglednej tatwosci
analiz modeli matematycznych, wymaganej doktadnosci
wyznaczanych parametrow. Sposrod nich szczegdlne
trudnosci sprawia dokfadne wyznaczanie statej czasowe;.
Moga one powstawacé na réznych etapach prowadzonych
badan, poczynajagc od potrzeby idealizacji przebiegéow
wymuszen elektrycznych, a konczgc na odpowiednich
postaciach analitycznych wzoréw i btedach zaokraglen
obliczen numerycznych podczas obrobki danych.

W publikacjach [5, 6] przedstawiono metody widmowe i
catkowe wyznaczania eksperymentalnego parametrow

réznych modeli matematycznych tuku: Mayra, Cassiego,
Pentegowa =z charakterystykg statyczng hiperboliczno-
ptaskg HP i hiperboliczno-liniowg HL, tuku wigczonego w
obwéd z wymuszeniem pradem sinusoidalnie zmiennym.
Zbadano wptyw poziomu zaktécen w obwodzie zasilania i w
kolumnie ftukowej na btedy wyznaczania parametrow
modeli. Stwierdzono najwigkszg wrazliwo$¢ wyznaczania
statych czasowych na zaklécenia w pordwnaniu z
pozostatymi parametrami modeli.

Autorzy artykutu opisali réwniez podobne badania
modeli tuku w obwodzie z wymuszeniem o fali pradowe;j
prostokgtnej o amplitudzie I, i o réznych wartosciach
wspotczynnika wypetnienia k,. Do wyznaczania statej
czasowe] tuku wykorzystano dwie metody analityczng i
aproksymac;ji liniowe;. Metoda analityczna [6]
charakteryzuje sie niemal dowolng wartoscig sktadowej
statej pradu (|ly| > OA) oraz duzg doktadnoscig pomiarow i
obliczen. Jej ograniczeniem jest stalta wartos¢
wspotczynnika wypetnienia k, = 0,5. Natomiast przyblizona
metoda aproksymacji liniowej [7] charakteryzuje sie
ograniczong wartoscig sktadowej statej pragdu (0 < |[ly| <
0,5|l]) i mniejszg doktadnoscig. Nie wymaga ona jednak
wprowadzenia $cistego ograniczenia na wspotczynnik
wypetnienia. Oddzielnie rozpatruje sie dodatnie (ze
wspoétczynnikiem  wypetnienia k) i ujemne (ze
wspotczynnikiem wypetnienia k,” = 1 - k) poétfale przebiegu
bipolarnego napiecia fuku. Tylko w przypadku matych
wartosci zaburzeri kolumny tuku (ponizej 1%) uzyskano
akceptowalne wartosci btedéw (ponizej 10%).

W niniejszej publikacji przedstawiono zracjonalizowana,
w stosunku do [7], metode linearyzacyjng wyznaczania
statych czasowych. Metoda ta, zaproponowana przez dra
S. Wasowicza [8], powstata przez S$ciste rozwazenie
proceséw przejsciowych w obwodzie =z modelem
matematycznym Pentegowa tuku elektrycznego. Wyréznia
sie ona wiekszg uniwersalnoscig, gdyz naktada stabsze
ograniczenia na wspotczynnik wypetnienia przebiegu pradu
ke i na wartos¢ skladowej statej pradu |,. Pozostate
parametry modeli matematycznych wynikaja z ksztaitu
charakterystyki napieciowo-prgdowej statycznej i moga byé
tatwo wyznaczone np. metoda ekspresowg opisang w [7].
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Wyznaczanie statej czasowej modelu Pentegowa tuku
elektrycznego

Okresowe nagte zmiany kierunku przeptywu pradu
prostokatnego o zerowej wartosci Sredniej nie wpltywajg na
stan energetyczny tuku, ktéry zachowuje sie tak, jak
podczas zasilania prgdem statym. W takim stanie nie
ujawnia sie inercja tuku, co uniemozliwia wyznaczenie
statych czasowych modeli. Aby uzyska¢ efekt okresowych
zmian stanéw energetycznych tuku, ktére odbywajg sie
zgodnie z wartoscig funkcji tlumienia, proponuje sie
wprowadzenie do obwodu dodatkowego zrédia pradu
statego o wartosci Iy podigczonego réwnolegle do Zrodta
pradu impulsowego o amplitudzie /,. To zaburzenie moze
by¢ wprowadzane krétkotrwale, aby nie miato znaczacego
wplywu na proces technologiczny.
Przebiegi prgdu wymuszajgcego i, pokazane na rysunku
1a, ¢, mozna opisac analitycznie

" I,=1,+1,, 0<t-nT<h
1=
l,=—1,+1,, h<t—nT<T
gdzie:
I =1 I +1
@ " 2 ‘ 2

W zaleznosci od wartosci amplitud bedg im odpowiadaty
rézne przebiegi napiec¢ u (rys. 1b, d).
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Rys. 1. Przebiegi pradu wymuszajgcego prostokatnego i, pradu
stanu i, i napiecia na kolumnie tuku u w stanie ustalonym: a), b)
przypadek pradu bipolarnego; c), d) przypadek pradu unipolarnego

Przyjmijmy ograniczenia prezentowanej
postaci warunku

(3) ||12—|22|<:>((||0|V|Im|)<<(||1|/\||2|))

Na podstawie teorii Pentegowa kwadrat prgdu stanu mozna
wyrazi¢ zaleznoscig

metody w

124 (12 - Ilz)exp[—;), 0<t<h;

15 +(|12 - Izz)exp[—t(;h], h<t<T

Natomiast na podstawie
charakterystyki statycznej UCol (ie) oraz przebiegu pradu

napiecie wyznacza sie

chwilowego i

(5) 0y, = Yealio);
IH
Przebiegom pradow i napie¢ tuku (rys. 1) odpowiadajg
charakterystyki dynamiczne tuku w postaci petli na
ptaszczyznie u(i) pokazane na rysunku 2. Natomiast na
rysunku 3 pokazano, w stosunku do nich ekwiwalentne,
krzywe na plaszczyznie u(iz). Wybranym punktom na

charakterystykach odpowiadajg zwiazki: U, :U(Il),
U,=U(l,),u =1U,/1,,u,=1,U,/l,.
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Rys. 2. Charakterystyki napieciowo-pragdowe dynamiczne tuku
Ucol(i) Z prgdem wymuszajgcym prostokgtnym i: a) przypadek pradu
bipolarnego (11 > 0 > 1,); b) przypadek pradu unipolarnego (11 > I,
>0), (R1 <Rp)
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Rys. 3. Charakterystglki dynamiczne napiecie-kwadrat pradu
wymuszajagcego Uq(i°): a) przypadek pradu bipolarnego

(Ill+|2|<<||||)/\q|1+|2|<<||2|); b) przypadek pradu

unipotarnego (I, — 1| << [1, ) A (|1, = 1,] <<|L,). (R <R <Ro)
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Z podobienstwa matych Abd i duzych ABD trojkgtow
krzywoliniowych  (rys. 3) o  wierzchotkach na
poszczegdlnych gateziach charakterystyk napiecia ugy(i®) i
rezystancji R(l4), r(ig), R(l,) tuku wynika mozliwosé

zastosowania aproksymacgiji

o euf L) ol 0
PTe) P2y —u,

:2 2 n_|
(7)exp(—t hjzlg2 I22 _u Uz,
0 I -1, u,-U,

Stad napiecia na kolumnie fuku w stanach przejsciowych
wynoszg

(8) u'zU1+(u1—U1)exp(—%} O<t<h

O<t<h

h<t<T

9) u”zU2+(u2—U2)exp(—%j, h<t<T

z dodatkowym zatozeniem (9 << h)/\ (9 <<T- h).

Obliczenie wartosci $redniej napiecia na kolumnie tuku
prowadzi do okreslenia statej czasowej modelu Pentegowa
tuku elektrycznego [8]

(10) gzusr_kwul_(l_kw)Jz
T u -uU,+u,-U,

gdzie wspotczynnik wypetnienia przebiegu pradu kw = h/T.
Jesli przebieg jest bipolarny i uwzgledni sie sume
przyelektrodowych spadkéw napiecia (11 >0 A, I, <0 A, Uax
> 0 V), to wyrazenie na stata czasowg mozna opisac
zmodyfikowanym wzorem [8]

(11) gz usr _kW(Ul +UAK)_(1_kW)(U2 _UAK)
T ul_(U1+UAK)+u2_(U2_UAK)

Na podstawie wartosci srednich przebiegéw napiecia

wyprostowanych jednopotowkowo mozna oszacowac
wartos¢ statej czasowej
(12) gz Usp) _kWUI
T u,-U,
lub
(13) gzusrz_(l_kwpz
T u,-U,

gdzie: usq — warto$é srednia poffali napiecia w przedziale

(0, h); usr, — wartos¢ srednia poftfali napiecia w przedziale (h,

T).

Sumowanie pol obszaréw objetych wykresem napiecia

prowadzi do innej rownowaznej postaci wzoru (11)

(14) Qzusr_kwul_(l_kwpz
T (Rz_Rl)(Il_lz)

gdzie: Ry = Ui/l1, R2 = Ua/lo. Po przeksztatceniach wzoér ten
mozna przedstwi¢ w jeszcze innej réwnowaznej postaci [8]

P, P
+7
Ulll U2|2

2
UL, I, JUlL T,
Ulll |2 U2|2 Il

(15)

9.
=

gdzie: P1 = ugly, Py = Ugpols.

W prezentowanych wzorach na statg czasowg mozna
zauwazy¢ wystepowanie w mianownikach utamkoéw réznic
wyrazen zawierajgcych wielkosci fizyczne. Jest to bardzo
niekorzystne z punktu widzenia btedéw obliczeniowych i
pomiarowych.  Wystepowanie = dodatkowych  operacji
potegowania powoduje znaczne narastanie btedow.
Dlatego nalezy stosowa¢ takie przeksztatcenia wzoréw na
state czasowe konkretnych modeli tuku, aby eliminowa¢ lub
minimalizowa¢ wptyw réznic w mianownikach wyrazen.

Wyznaczanie statych czasowych prostych modeli
matematycznych tuku elektrycznego

Model matematyczny Pentegowa nalezy do klasy
modeli liniowych i stanowi uogdlnienie innych bardzo czesto
uzywanych prostszych liniowych modeli matematycznych
tuku elektrycznego [9]. Przyjmujgc rézne zatozenia
upraszczajgce na posta¢ charakterystyki napieciowo-
pragdowej statycznej mozna uzyska¢ bardzo obszerny zbior
modeli spetniajgcych bilans energetyczny w kolumnie.

Jako pierwszy zostanie rozpatrzony model Mayra,
ktérego charakterystyka statyczna spetnia warunek Py =
Ul;, = U,l,. Wartosci srednie poffal wyprostowanych
jednopotdéwkowo przebiegdéw napiecia (Usr, Us2) | mocy (P,
P,) umozliwiajg wyznaczenie statej czasowe;j

Yse i_k
(16) 6’7Mz U, ! _ Pu !
2
T i—l L »
1 |2
lub
Yrs (- ) P_pyk,
(17) O Y _Pu

T u—z—l LZ 2_1
u, I

Przeksztatcenie tych dwoch wyrazeh, polegajgce na
dodaniu oraz odjeciu licznikéw i mianownikdw réwnych
utamkow, prowadzi do zaleznosci
P, PR-R
(18) 6w _ Py __hA
~ 2 = 2 2
Tofn_n)y () (L
I2 Il I2 Il
W  przypadku modelu Cassiego charakterystyka
statyczna spetnia warunek U, =U, =U, =,/u,u, Wartosci

-2k, +1

srednie wyprostowanych jednopotéwkowo przebiegéw
napiecia (U, Us) umozliwiajg wyznaczenie statej czasowe;j

Ui o YUsn
a9 % Y " U °
T i—1 L—l
U, I,
lub
U _(1-k,) 214k,
20 6 U, _Uc
T u—z—l LZ_l
U, I

gdzie w przypadku pradu unipolarnego U;:UC, a

bipolarnego Ué:UC sgni. Przeksztatcenie tych dwaoch
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wyrazen, podobnie jak w przypadkach (16) i (17), prowadzi
do zaleznosci na statg czasowg modelu

Yt Yoz _gpe 0 BTl oy 4
@) % Y U __ U
T U U L
u U Ll

Rozpatrzymy przypadek modelu Pentegowa HP o
charakterystyce statycznej hiperboliczno-paskiej, ktéra
spetnia warunek U, =U, + Py /1, U, =Up + Py /1, -
Wartosci  srednie  wyprostowanych  jednopotéwkowo
przebiegéw napiecia (Us, Usp) i mocy (P, P,) umozliwiajg
wyznaczenie statej czasowej (Uép =U sgni )

Ui _ R _
(22) ﬁz U1 w _ UéPll +PMP w
* 2
T &—1 Ugl, + By L 1
R U2P|1+PMP I,
lub
U k) P gy
s 2 Uepl, +Pup
(23) — = R =— 3
T 11 Uepl, +Pup Lz 1
R, U2P|2+PMP I,

Przeksztatcenie tych dwoch wyrazeh, podobnie jak w
przypadku wzoru (21), prowadzi do zaleznosci na statg
czasowg modelu

S _Sor2 _pp 41
[ U, U, ~
A — > - > =
T UCP|2+PMP (hJ _UCP|1+PMP (IZJ
(24) UCP|1+PMP Iz UCPI2+PMP |1
P P

1 -2 -2k, +1
UCP|1+PMP UCPI2+PMP

% 2 % 2

UCPIZ + PMP (IIJ _ UCPII + PMP (IZJ

UCP|1+PMP |2 UCP|2+PMP Il
W przypadku modelu Pentegowa HL o charakterystyce
statycznej hiperboliczno-liniowej spetniony jest warunek
U, =P/l +Rol,, U, =P/l +Rsl,. Wartosci
srednie wyprostowanych jednopotéwkowo przebiegéw
napiecia (usn, Us2) i mocy (P, P,) umozliwiajg wyznaczenie
statej czasowej

U R
o5 G U " PetRl? "
T Ry RetR(L)
Rl PMR+RPI12(I2J B
lub
Yoo (1) gy,
(26) ﬁz U, — Pur + Rl
T R Pt ReIZ (1)
R2 PMR+RPI22(I1J B

Przeksztatcenie tych dwoéch wyrazen
zaleznosci na stalg czasowg modelu

P _ PR
@7 % . Puw+Rel] P +Rol

TR &
2 2

T Re+RelI (1) _Pr+Rel (1,
PMR+RPI22 I1

Pur + Rp |12
Jako ostatni zostaje rozpatrzony model Pentegowa HPL
o charakterystyce statycznej hiperboliczno-ptasko-liniowe;j,

spetnia  warunek U, =U + P, /1, +Rp1},

U,=U, +P, /1, +Rpl,. Stalg czasowa modelu

mozna obliczy¢ ze wzoru [8]
(28)
Oes
T

prowadzi do

-2k, +1

|2

ktéra

usr—kW(UéPJrPIMP+ Rpllj—(l—kw)[uép+ﬁw’+ RPIZ]

1 2

) T

Badanie efektywnosci wyznaczania stalych czasowych
modeli tuku elektrycznego za pomoca metody
linearyzacyjnej

W celu sprawdzenia poprawnosci analizy i otrzymanych
zaleznosci wykonano symulacje proceséw w prostym
obwodzie zawierajacym niezakiécany tuk elektryczny,
zasilany ze zrodta pradu generujgcego fale prostokatng o
amplitudzie I, czestotliwosci f i wspdtczynniku wypetnienia
kw. Rownolegle do tego zZrodta wigczono dodatkowe zrodto
pragdu statego 1,. Wyniki obliczeh btedéw pokazano na
rysunkach 4, 5 i 6. Przypadkowi modelu Cassiego (rys. 4)
odpowiada unipolarny przebieg prgdu o czestotliwosci 25
Hz, zadana wartos¢ pradu I, = 120 A i takie wartosci I,
ktorym odpowiadajg réznice pradéw (I, - 1,). Z kolei
przypadkowi modelu Pentegowa HL (rys. 5) odpowiada
bipolarny przebieg pradu (f = 25Hz; k, = 0,3-0,7), ktérego
wartosci wynoszg |, = 83,2 A, |, = -76,8 A, I, = 3,2A.
Przypadkowi modelu Pentegow HP (rys. 6) odpowiada
unipolarny przebieg pradu (f = 25Hz, k,, = 0,5), ktérego I, =
100 A, a prad |, wynosi odpowiednio 98, 96, 94, 92i 90 A.

8 Ii-lz, A 10

Rys. 4. Wptyw ksztattu prgdu zasilajgcego na btagd wyznaczania
statej czasowej modelu Cassiego z wykorzystaniem wartosci
Srednich napiecia (66,1 - odpowiada ug1, 56,2 - odpowiada usp, 66,
— odpowiada wypadkowemu us,), (ky = 0,6; 6c = 2:10* s; Uc= 60 V)
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Rys. 5. Wptyw wspotczynnika wypetnienia k,, prgdu zasilajacego na
btad wyznaczania statej czasowej modelu Pentegowa HL (6 =
310" s, Pyr = 160 W; Rp = 0,13Q)

10 —
&0, %
8 — P
- "”
x4
6 80,1
o
1 Ry d 802
4 — __--0 '/
P -~
4 /4”—\
-~
24
30,
U T '[ T I T I T '|
2 4 6 8 Iy, A 10

Rys. 6. Wptyw ksztattu prgdu zasilajgcego na btagd wyznaczania
statej czasowej modelu Pentegow HP (- = 5.10%s, Pyr=60 W,
Ucp =50 V)

Na uzyskane wartosci btedédw wyznaczania stalej
czasowe] wpltyw mialy bledy zaokraglen obliczen
numerycznych, ktére zalezg od postaci analitycznej wzorow
i doktadnosci obliczen. W zakresach matych réznic prgdéw
111 I2 uzyskano stosunkowo mate btedy.

Autorzy zbadali takze odpornos¢ opisanej metody na
zakiocenia losowe w kolumnie tuku. Jesli ré6znice prgdow Iy i
I2 rosng, to wptyw zaktdcen na wyznaczanie statej czasowej

maleje. Jednocze$nie wpltyw wspotczynnika ky, jest
nieznaczny.

Whioski:

1.

Przedstawiona metoda linearyzacyjna moze stanowié
alternatywe w stosunku do innych znanych metod
wyznaczania statych czasowych modeli
matematycznych tuku elektrycznego z wymuszeniem
prgdowym prostokgtnym.

Metoda ta jest opracowana na podstawie Scistych
rozwazan teoretycznych i nie wymaga przyjmowania
zatozen silnie ograniczajgcych wartosci wspotczynnika
wypetnienia.

Ze wzgledu na duzy stopien teoretycznego uogdlnienia
metoda ta obejmuje szerokg game  modeli
matematycznych tuku i moze by¢ rozszerzona na inne
modele.
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