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Monolityczna metoda planowania montażu dotyczącego 
wielowariantowego sprzętu elektrycznego i elektronicznego 

 
 

Streszczenie. Skonstruowane matematyczne modele zadań programowania całkowitoliczbowego dotyczą harmonogramowania montażu wielo-
wariantowych produktów w liniach montażowych bez maszyn równoległych. Uwzględniono linie montażowe z buforami międzyoperacyjnymi, a także 
bez tych magazynów lokalnych, w przypadku których operacje szeregowane są „bez czekania”. Wzięto pod uwagę planowane przestoje maszyn – 
w tym celu opracowano procedurę oszacowania długości uszeregowania. Zamieszczone wyniki eksperymentów obliczeniowych pokazują wpływ 
konfiguracji linii montażowej oraz rodzaju marszrut montażu (sztywnych lub alternatywnych) na wyznaczane harmonogramy. 
  
Abstract. The constructed mathematical models of integer programming apply to assembly scheduling of multi-option products for assembly lines 
without parallel machines. The assembly lines with intermediate buffers with limited capacity and the lines without buffers – for “no-waiting 
scheduling” are regarded. The planned downtime of machines are provided and that’s why the procedure of estimate of length of schedule is 
constructed. The results of computational experiments show the influence of the configuration of the assembly line and the kind of routes (a fixed or 
an alternative) on constructed schedules. (A monolithic method of assembly planning for multi-option electric and electronic equipment).  
 
Słowa kluczowe: harmonogramowanie montażu, programowanie całkowitoliczbowe, produkty wielowariantowe, szeregowanie operacji 
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Wprowadzenie 
Montaż sprzętu elektrycznego oraz elektronicznego 

często musi uwzględniać indywidualne wymagania odbior-
ców. Produkty danego typu mogą różnić się np. mocą sil-
nika, obudową (rodzajem, kolorem), czy liczbą części skła-
dowych (np. dodatkowe uchwyty). Oznacza to, że produkty 
te mogą być montowane w różnych wariantach. 

W celu planowania wykonywania operacji montażowych 
dotyczących wielowariantowych produktów zbudowana zos-
tała monolityczna metoda. Służy ona do budowy harmono-
gramów montażu wielowariantowego sprzętu elektrycznego 
oraz elektronicznego, a opisana została w następnych roz-
działach artykułu. 

W budowie harmonogramów montażu stosuje się dwie 
koncepcje: monolityczną lub hierarchiczną [1]. W przypadku 
koncepcji hierarchicznej (wielopoziomowej) problem global-
ny (dotyczący zadania wyznaczenia harmonogramu mon-
tażu) dzielony jest na kolejno rozwiązywane zadania, np. 
najpierw rozdzielane są operacje montażowe pomiędzy 
maszyny, a następnie operacje rozdzielane są w czasie. 
Problematyka dotycząca hierarchicznego planowania 
przedstawiona jest m.in. w pracy [2]. Koncepcja taka stoso-
wana jest przeważnie w przypadku problemów o relatywnie 
znacznych rozmiarach. Na każdym poziomie hierarchicznej 
metody rozwiązywane są zadania o mniejszej liczbie para-
metrów i zmiennych niż w przypadku koncepcji monolitycz-
nej. Stosowanie koncepcji monolitycznej (jednopoziomowej) 
skutkuje bowiem równoczesnym uwzględnieniem wszyst-
kich cząstkowych zadań, co oznacza, że wszystkie para-
metry są równocześnie wykorzystywane w relacjach mate-
matycznych opisujących budowany harmonogram. Wybór 
koncepcji monolitycznej do budowy harmonogramów mon-
tażu wielowariantowych produktów, a także zastosowanie 
programowania całkowitoliczbowego (PC) przyczyniły się 
do wyznaczania harmonogramów optymalnych za pomocą 
opracowanej metody – przy uwzględnieniu kryterium czaso-
wego, którym jest długość harmonogramów. Oznacza to, że 
metoda przeznaczona jest do wyznaczania najkrótszych 
harmonogramów. Wady i zalety obu koncepcji harmonogra-
mowania montażu (monolitycznej i hierarchicznej) opisano 
szerzej w pracy [3]. 

Programowanie całkowitoliczbowe, które wykorzystano 
w opracowanej metodzie, jest coraz częściej stosowanym 
narzędziem w harmonogramowaniu montażu, co wykazują 
m.in. prace [3], [4] i [5]. Wynika to głównie z rozwoju tech-

niki komputerowej oraz oprogramowania (pakiety optymali-
zacji dyskretnej). 

Opracowana metoda dotyczy więc optymalizacji proce-
su produkcji, która uwzględnia kryterium czasowe, mające 
jednak wpływ na ponoszone koszty. Innym istotnym obsza-
rem optymalizacji jest etap projektowania produktu, mający 
wpływ na jego jakość [6], poprzedzający proces produkcji. 

W dalszej części artykułu przedstawiono kolejno: ogólny 
opis metody, opis parametrów, model matematyczny zada-
nia PC, wyniki eksperymentów obliczeniowych i wnioski. 
 
Ogólny opis metody 

Metoda dotyczy jednokierunkowych linii montażowych 
bez maszyn równoległych. Uwzględniono dwa przypadki: 
 między maszynami znajdują się bufory międzyoperacyj-
ne o ograniczonych pojemnościach, w których produkty 
mogą oczekiwać na wykonanie kolejnych operacji; 
 brak buforów między maszynami, operacje montażowe 
szeregowane są „bez czekania” – przerwy pomiędzy 
wykonywaniem operacji przeznaczone są wyłącznie na 
transport produktów i przezbrojenia maszyn [7]. 

Przykładową konfigurację linii montażowej z buforami 
międzyoperacyjnymi zamieszczono na rysunku 1. 

 

 
 
Rys.1. Przykładowa konfiguracja linii montażowej 
 
Przy uwzględnieniu opisanej konfiguracji linii montażo-

wej należy zbudować jak najkrótszy harmonogram wykony-
wania operacji montażowych dotyczących wielowariantowe-
go sprzętu elektrycznego i elektronicznego. Oznacza to, że 
równocześnie mogą być montowane nie tylko produkty róż-
nych typów, ale również odmiennych wariantów. Każdy typ 
produktu może mieć przyporządkowane różne warianty. 

W budowie harmonogramów uwzględniono dwa rodzaje 
marszrut montażu [8]: 
 sztywne marszruty – każdy typ operacji przydzielany 
jest dokładnie do jednej maszyny; 
 alternatywne marszruty – każdy typ operacji przydziela-
ny jest do co najmniej jednej maszyny. 

Schemat blokowy metody przeznaczonej do rozwiąza-
nia opisanego zadania przedstawiono na rysunku 2. 
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Rys.2. Schemat blokowy metody monolitycznej 
 

Do danych wejściowych należą parametry opisujące 
linię montażową oraz montowane produkty. W związku 
z tym, że w metodzie uwzględniono planowane przestoje 
maszyn, opracowano procedurę oszacowania obciążeń 
maszyn. Te dane wejściowe, jak i również zdefiniowane 
zmienne, opisujące obciążenia poszczególnych maszyn, 
uwzględniono w zbudowanych modelach matematycznych 
zadań programowania całkowitoliczbowego. Modele te słu-
żą do wyznaczania jak najkrótszych harmonogramów mon-
tażu wielowariantowego sprzętu elektrycznego i elektronicz-
nego. Opisane zostały w następnych rozdziałach. 
 
Parametry i zmienne 

W celu matematycznego opisu zadania, przedstawio-
nego w poprzednim rozdziale, zdefiniowano parametry 
i zmienne. Wyszczególniono je w tabeli 1. 

 
Tabela 1. Zestawienie oznaczeń 

Podstawowe zbiory: 
I – zbiór maszyn; I = {1, …, M}; 
J – zbiór typów operacji montażowych; J = {1, …, N}; 
K – zbiór typów produktów; K = {1, …, W}; 
L* – zbiór przedziałów czasowych; L* = {1, …, H*}; 
S – zbiór indeksów produktów; S = {1, …, U); 

Pozostałe zbiory: 
Ij – zbiór maszyn zdatnych do wykonania operacji j; 
JC – zbiór operacji, w których domontowywane części są 

pobierane z podajników części, JC  J; 
J1 – zbiór operacji podstawowych, J1 J; 
J2 – zbiór operacji dodatkowych, które różnicują wielowa-

riantowe produkty, J2  J; 
O1 – zbiór par (k, j), w przypadku których operacja 

podstawowa j  J1 dotyczy produktu typu k  K; 
O2 – zbiór par (s, j), w przypadku których operacja 

dodatkowa j  J2 dotyczy produktu s  S; 
R1 – zbiór trójek (k, r, j), w przypadku których  kolejno 

wykonywane operacje podstawowe r, j  J1 dotyczą
produktu typu k; 

R2 – zbiór trójek (s, r, j), w których  kolejno wykonywane 
operacje r, j  J dotyczą produktu s, w przypadku 
których co najmniej jedna należy do zbioru J2; 

T – zbiór par (s, k), w których produkt s jest typu k; 
Parametry: 

aij – przestrzeń robocza maszyny i wymagana dla wyko-
nania operacji montażowej typu j; 

bi – przestrzeń robocza maszyny i; 
di – pojemność bufora umieszczonego przed maszyną i;
gir – czas transportu pomiędzy maszynami i oraz r; 

1
jkp  – czas wykonywania operacji podstawowej j  J1

dotyczącej produktu typu k; 
2
jsp  – czas wykonywania operacji dodatkowej j  J2

dotyczącej produktu s; 
il = 1, jeżeli maszyna i jest dostępna w przedziale 

czasowym l, inaczej il = 0; 
Zmienne: 
xij = 1, jeżeli wykonywanie operacji typu j przydzielono 

maszynie i, inaczej xij = 0; 

qijsl = 1, jeżeli na maszynie i wykonywana jest operacja 
montażowa typu j dla produktu s w przedziale 
czasowym l, inaczej qijsl = 0; 

Dotyczące wyłącznie linii z buforami międzyoperacyjnymi: 
yisl = 1, jeżeli bufor znajdujący się przed maszyną i jest 

obciążony w przedziale czasowym l przez produkt s, 
inaczej yisl = 0; 

wis – czas rozpoczęcia wykonywania operacji dotyczących 
produktu s na maszynie i; 

zis – czas zakończenia wykonywania operacji dotyczą-
cych produktu s na maszynie i. Jeżeli produkt s nie 
jest montowany na maszynie i, to wis = zis =0. 

 
W tabeli 1 wyszczególniono m.in. dwa zbiory operacji: J1 

– zbiór operacji podstawowych, które wykonywane są dla 
produktów różnych typów, a także J2 – zbiór operacji do-
datkowych, dzięki którym produkty danego typu mogą być 
zróżnicowane – montowane są w różnych wariantach. Przy-
pisanie operacji podstawowych oraz dodatkowych poszcze-
gólnym produktom zakodowane jest za pomocą ciągów 
(zdefiniowanych w tabeli 1) należących do zbioru O1 i O2. 
Kolejność wykonywania operacji dotycząca poszczególnych 
produktów znana jest dzięki zbiorom R1 i R2. 

Przykład: dany jest produkt typu k = 1 który ma być 
montowany w 2 wariantach s = 1 oraz s = 2. Zbiór T (zdefi-
niowany w tabeli 1) ma więc postać: T = {(1,1), (2,1)}. 
W przypadku tego produktu należy wykonać operacje 
podstawowe należące do zbioru J1 = {1, 2, 3, 4, 5} oraz 
operacje różnicujące produkty należące do zbioru J2 = {6, 7, 
8}. Wariant s = 1 tego produktu charakteryzuje się zamonto-
waniem silnika – jest to operacja 6. Natomiast w przypadku 
wariantu s = 2 należy zamontować silnik większej mocy (o-
peracja 7), a także dodatkowy uchwyt (operacja 8). W przy-
padku produktu s = 1 kolejno wykonywane są operacje: 1, 
2, 6, 3, 4, 5, a montaż produktu s = 2 wymaga wykonania 
kolejno operacji: 1, 2, 7, 3, 4, 5, 8. Zbiory opisujące ograni-
czenia kolejnościowe mają więc postać: R1 = {(1, 1, 2), 
(1, 3, 4), (1, 4, 5)}, R2 = {(1, 2, 6), (1, 6, 3), (2, 2, 7), (2, 7, 3), 
(2, 5, 8)}. 

Planowane przestoje maszyn są uwzględnione w osza-
cowanym okresie obciążenia maszyn LBPmax wyznaczanym 
według następującej procedury [9]: 
1) Wyznacz σs minimalny czas montażu każdego produk-

tu s stosując równania (1). 
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2) Zgodnie z równaniem (2) oblicz średni czas obciążenia 
maszyn i zaokrąglij go do liczby całkowitej. 
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3) Dla każdej maszyny i oszacuj jej minimalne obciążenie 
ωi, w którym uwzględnione są planowane przestoje. 
W związku z tym przyjmij i:=1 a następnie: 
a) Przyjmij ωi := 1 i idź do kroku 3b. 
b) Jeżeli równanie (3) jest spełnione, idź do kroku 3d, 

w przeciwnym razie idź do kroku 3c. 

 (3)  
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c) Jeżeli ωi < H*, to przyjmij ωi = ωi +1 i wróć do kroku 
3b. Jeżeli ωi = H* i warunek (3) nie jest zachowany 
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należy zmodyfikować dane w celu umożliwienia 
wykonania wszystkich operacji. W tym celu należy 
zwiększyć wartość H* (wydłużyć okres planowania) 
lub zmienić harmonogram planowanych przestojów. 

d) Jeżeli i < M, to wróć do kroku 3a, jeśli nie – idź do 
kroku 4. 

4) LBPmax wyznacz na podstawie równania (4). 

 (4)  i
Ii

LBP 


 maxmax  

Wyznaczona wartość LBPmax została uwzględniona 
w wyznaczeniu liczby rozpatrywanych przedziałów czaso-
wych H, gdzie H < H* oraz spełnia równanie (5). 

(5)  





marszrut nychalternatywdla 2,1
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Wyznaczona liczba przedziałów czasowych H została 
zweryfikowana w eksperymentach obliczeniowych i okazała 
się wystarczająca. Dobór zbyt dużej wartości tej liczby wpły-
nąłby niekorzystnie na czasochłonność obliczeń. Jednakże 
jeżeli wartość H jest zbyt mała – zastosowany pakiet opty-
malizacji dyskretnej nie rozwiąże problemu – należy zwięk-
szać liczbę przedziałów czasowych (co najmniej o jeden), 
dopóki sygnalizowane jest, że problem nie ma rozwiązania. 

 
Model zadania programowania całkowitoliczbowego 

Opisane parametry i zmienne wykorzystano w modelach 
matematycznych. Ich oznaczenia zestawiono w tabeli 2.  

 
Tabela 2. Oznaczenia modeli matematycznych 

Uwarunkowania dotyczące linii 
montażowej 

Sztywne 
marszruty 

Alternatywne
marszruty 

z buforami międzyoperacyjnymi M1 M2 
szeregowanie „bez czekania” M3 M4 
 
Oto modele matematyczne M1–M4: 
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Kolejne ograniczenia dotyczą wyłącznie modeli M1 i M2: 
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Ograniczenie (28) dotyczy wyłącznie modeli M3 i M4: 

(28)  
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Minimalizacja sumy (6) dokonywana w modelach mate-
matycznych M1–M4 zapewnia przydział operacji do maszyn 
w przedziałach czasowych o jak najmniejszych indeksach. 
Dzięki temu nie tylko wyznaczane są harmonogramy mon-
tażu o najkrótszych długościach, ale także czasy zakończe-
nia wykonywania operacji montażowych na poszczególnych 
maszynach są również minimalizowane. Kolejne ogranicze-
nia dotyczące modeli M1–M4 zapewniają: (7) – wykonywa-
nie co najwyżej jednej operacji przez każdą z maszyn w da-
nym przedziale czasowym – w przypadku, w którym maszy-
nie nie ograniczono dostępności (nie zaplanowano przesto-
ju); (8) – rozdział operacji podstawowych pomiędzy maszy-
ny; (9) – rozdział operacji dodatkowych pomiędzy maszyny; 
(10) – wykonywanie w danej chwili co najwyżej jednej ope-
racji dotyczącej danego produktu; (11) – niepodzielność 
poszczególnych operacji pomiędzy maszyny; (12) – wyzna-
czenie przydziału poszczególnych typów operacji do ma-
szyn; (13) – uwzględnienie ograniczonej przestrzeni robo-
czej każdej z maszyn; (14) – eliminację przydziału operacji 
do niewłaściwych maszyn; (15) – zachowanie sztywnych 
marszrut montażu – ograniczenie uwzględniane w przypad-
ku modeli M1 i M3; (16) – wzięcie pod uwagę ograniczeń 
dotyczących kolejności wykonywania operacji i zarezerwo-
wanie czasu na transport produktu pomiędzy maszynami; 
(17) – jednokierunkowość przepływu produktów przez linię 
montażową; (18) – niepodzielność w czasie poszczegól-
nych operacji oraz zagwarantowanie, aby operacje wykony-
wane na danej maszynie dotyczące określonego produktu 
nie były rozdzielone operacjami przypisanymi innym pro-
duktom; (19) – binarność zmiennych. 
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Następny blok ograniczeń dotyczy wyłącznie modeli M1 
i M2, w których uwzględniono bufory międzyoperacyjne. 
Ograniczenia należące do tego bloku zapewniają: (20) 
i (21) – wyznaczenie czasu rozpoczęcia wykonywania ope-
racji dotyczących poszczególnych produktów na danych 
maszynach; (22) – wyznaczenie czasu zakończenia wyko-
nywania operacji dotyczących poszczególnych produktów 
na danych maszynach; (23) – wyznaczenie liczby przedzia-
łów czasowych, w których produkt musi przebywać w bufo-
rze umieszczonym przed określoną maszyną; (24) – obcią-
żenie buforów przed wykonaniem operacji na maszynie, 
przed którą umieszczono bufor; (25) – obciążenie buforów 
międzyoperacyjnych po zakończeniu wykonywania operacji 
i po transporcie produktu do następnej maszyny; (26) – 
zweryfikowanie ograniczonej pojemności buforów; (27) – 
odpowiednie typy zmiennych. 

Ograniczenie (28), które dotyczy wyłącznie modeli M3 
i M4 gwarantuje, że przerwy pomiędzy wykonywaniem ope-
racji dotyczących danego produktu, przeznaczone są wy-
łącznie na transport tego produktu pomiędzy maszynami. 
 
Eksperymenty obliczeniowe 

Przeprowadzone eksperymenty obliczeniowe służyły 
przede wszystkim do weryfikacji zaprezentowanych modeli. 
W przypadku 4 grup testowych zadań wykorzystano solver 
GUROBI [10]. Każda z tych grup obejmowała 25 przykła-
dów testowych. Parametry tych grup oraz wyniki opisanych 
poniżej eksperymentów zestawiono w tabeli 3. 

 
Tabela 3. Parametry grup zadań testowych i wartości średnie 

wskaźnika porównań długości harmonogramów [%] 

Grupa 
Parametry grupy zadań Wartości średnie wskaźnika

M N W H S vM1,M2 vM3,M4 vM3,M1 vM4,M2

1 3 10 3 16 6 4,9 5,4 9,8 7,2 

2 3 12 4 18 8 5,2 6,3 9,6 7,0 

3 4 14 5 20 10 7,3 8,5 7,4 6,3 

4 4 16 5 24 10 7,6 8,9 6,7 5,4 
Liczby: M – maszyn, N – typów operacji, W – typów produktów,
H – przedziałów czasowych, S – produktów wielowariantowych

 
Dzięki przeprowadzonym eksperymentom można było 

określić wpływ konfiguracji linii montażowej (z buforami, bez 
buforów – szeregowanie „bez czekania”) a także rodzaju 
marszrut montażu na długość wyznaczanych harmonogra-
mów montażu. Dokonano tego za pomocą wskaźników vfr 
przeznaczonych do porównania wyznaczonych długości 
harmonogramów, a zdefiniowanych w równaniach (29). 
Natomiast w równaniach (30) zdefiniowano porównywane 
długości uszeregowania. 
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Zamieszczone w tabeli 3 wartości wskaźników vM1,M2 

i vM3,M4 wykazują, że w przypadku testowych przykładów 
harmonogramy dotyczące sztywnych marszrut były dłuższe 
– nawet o około 9% – od harmonogramów uwzględniają-
cych alternatywne marszruty montażu. Wskaźniki te przyj-
mują nieco niższe wartości w przypadku systemów z bufo-
rami niż w przypadku szeregowania „bez czekania” i rosną 
wraz z rozmiarem rozwiązywanego problemu. 

Kolejne wskaźniki vM3,M1 i vM4,M2 dotyczą zbadania wpły-
wu konfiguracji linii montażowej (wyposażonej w bufory lub 
bez tych lokalnych magazynów) na wyznaczane długości 
harmonogramów. W przypadku testowych przykładów har-

monogramy dotyczące szeregowania „bez czekania” były 
maksymalnie o prawie 10% dłuższe niż harmonogramy 
konstruowane dla przepływów produktów, w których do-
puszczone są przerwy pomiędzy operacjami na różnych 
maszynach – dłuższe niż wymaga tego konieczność trans-
portu produktów między stanowiskami montażowymi. 
 
Podsumowanie 

Jedną z najważniejszych zalet opracowanej metody jest 
uwzględnienie przepływów wielowariantowych produktów, 
stanowiących sprzęt elektryczny i elektroniczny. W zbudo-
wanej strukturze danych wzięto pod uwagę możliwość wielu 
wariantów produktów – wyszczególniono m.in. zbiory ope-
racji podstawowych i dodatkowych (dzięki którym odzwier-
ciedlona jest różnorodność produktów danego typu, ale mo-
ntowanych w różnych wariantach. Taka struktura danych 
wpłynęła korzystnie na złożoność obliczeniową rozwiązywa-
nych problemów, których dotyczą modele matematyczne. 

Kolejną zaletą metody jest jakość wyznaczanych roz-
wiązań. Dzięki zastosowaniu programowania całkowitolicz-
bowego wyznaczane są rozwiązania optymalne – uwzglę-
dniające różne uwarunkowania montażu: rodzaje marszrut, 
linie montażowe z buforami lub bez buforów. Przeprowa-
dzone eksperymenty obliczeniowe pokazały możliwość do-
konywania symulacji – badania wpływu tych uwarunkowań 
na wyznaczane harmonogramy montażu. 

Należy podkreślić, że uwzględniono planowane prze-
stoje maszyn. W tym celu opracowano procedurę oszaco-
wania obciążeń maszyn. Dzięki uwzględnieniu planowa-
nych przestojów maszyn modele matematyczne lepiej 
odzwierciedlają rzeczywistość, w której mają miejsce m.in. 
przeglądy, konserwacje i przezbrojenia maszyn. 

Zbudowane modele matematyczne można oczywiście 
zmodyfikować, rozbudować. Mogą one stanowić bazę do 
budowy algorytmów przybliżonych, np. heurystyk relaksa-
cyjnych dotyczących problemów o znacznych rozmiarach. 
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