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Zastosowanie formalizmu Hamiltona do modelowania ukiadow
energetycznych z silnikami synchronicznymi o podatnej

transmisji ruchu

Streszczenie. W pracy rozpatrywano zasady interdyscyplinarnego modelowania proceséw nieustalonych w zespole elektrycznym. Skfada sie on z
napedéw z silnikami synchronicznymi o ztozonej transmisji ruchu, ktére sg zasilane z transformatora mocy. Waty napedowe silnikéw przedstawiono
Jako ciggty uktad o roztozonych parametrach mechanicznych z uwzglednieniem sprezystosci uktadu transmisji ruchu. Réwnania stanu elektrycznego
oraz dyskretyzowane réwnania stanu mechanicznego przedstawiono w postaci Causze’go, ktére rozwigzano wykorzystujgc metody numeryczne.

Wyniki symulacji komputerowej przedstawiono w postaci graficznej.

Abstract. In the paper the principles of interdisciplinary modelling of transient processes in an electrical set are considered. This electrical set
consists of synchronous motors with a complex transmission of mechanical power and power transformer which energizes the motors. Transmission
shafts of the motors are described as the system with the continuously distributed mechanical parameters taking into account the elasticity of
transmission of mechanical power. Equations of electrical state and digitized equations of mechanical state are given in Cauchy’s form and solved
using numerical methods. Results of computer simulations are presented in a graphic form. (The use of the Hamilton formalism for modelling of
power systems with a synchronous motors and susceptible transmission of mechanical power).

Stowa kluczowe: zasada Hamiltona, Euler-Lagrange’a system, zespdl elektryczny, silnik synchroniczny
Keywords: Hamilton principle, Euler-Lagrange’s system, electrical set, synchronous motor

Wstep

Do sformutowania ogdlnego modelu  zespotu
elektrycznego wykorzystano interdyscyplinarng metode
wariacyjng, ktéra wykorzystuje modyfikacje zasady
Hamiltona [1, 2]. W pracy przedstawiono model
matematyczny ukfadu elektromaszynowego, ktory sktada
sie z N napeddéw synchronicznych o podatnej transmis;ji
ruchu, ktére sg zasilane z transformatora mocy. Na rysunku
1 przedstawiono schemat elektryczny analizowanego
obiektu (zespdl elektryczny), a na rysunku 2 schemat czesci
mechanicznej watu napedowego silnikdw synchronicznych.
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Rys. 1. Schemat zespotu elektrycznego
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Rys.2. Schemat czesci mechanicznej watu napedowego silnikéw
synchronicznych

Model matematyczny ukladu

Model matematyczny zespotu elektrycznego, ktory
sklada sie ze zroédla energii, transformatora mocy, N
napedoéw synchronicznych o ztoZzonej transmisji ruchu
sformutowano wykorzystujac funkcje lagrangianu [1, 2]:

(1) L'=T -P +®"-D’,

gdzie L — zmodyfikowana funkcja Lagrange’a, T -
koenergia kinetyczna, P* — energia potencjalna, o -
energia dyssypacji, D* — energia sil zewnetrznych [1, 2].

Dla uktadéw o parametrach zaréwno skupionych jak i
rozproszonych zasada Hamiltona przybiera nastepujaca
postac [1]:
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gdzie L, — gestos¢ liniowa funkcji Lagrange’a

W jakosci uogdlnionych wspoétrzednych wykorzystano
tadunki w uzwojeniach (stojana i wirnika) silnikéw. Dla
stojanow: Aosk = Qears Qspicr Qsc dla wirnikow:

Aa_opk = Qo> Qo Qt i - Nastepnie, fadunki elektryczne w

uzwojeniach transformatora q,_,,) = Q . Qs> Q\c>Q,4, Q5. Qsc
i© GQusux =YYy — katy obrotu wirnikow oraz mas
wirujgcych wszystkich napedow, k =1,2,...,N ., a takze katy
obrotu elementéw  watdéw  napedowych maszyn
synchronicznych: q(x,t), = e(x,t), . W jakosci uogolnionych
predkosci: odpowiednio prady w wymienionych uzwojeniach
oraz predkosci katowe odpowiednich mas:

ISB.k’ !

q(Hz) =lipshigslicshasbgs e 5 Q(13,14>ﬁk = 0,0y, %t = o(X,t), .

Przy tych zalozeniach elementy zmodyfikowanego
lagrangianu dla uktadu elektroenergetycznego z rysunkow 1
i 2 przyjmujg nastepujagca postac:

U3k = lsako SC.k ? Uea-s)k = oo dos Ve
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D =0, k=1,2.N,

gdzie: fg +T~,:;| — koenergia (elektryczna + mechaniczna),
¥,,¥, — wektory kolumnowe sprzezen magnetycznych
pierwotnej i wtornej strony uzwojen transformatora, r;,r, —
macierze rezystancji pierwotnej i wtérnej strony uzwojen
trafo, 1i;,i, — wektory kolumnowe prgdéw pierwotnej i

wtoérnej strony, wektory kolumnowe napieé

pierwotnej i wtérnej strony transformatora, odpowiednio z
indeksami sripq to samo, tylko stosownie do uzwojenh
wszystkich silnikdw synchronicznych, Mgy  — momenty

u,u, -

elektromagnetyczne silnikow, Mg, — momenty obcigzenia
silnikow, py,Jp,Gx.Ec — parametry mechaniczne watow

napedowych. Rozwigzujgc zaleznos$¢ (2), a takze biorgc
pod uwage réwnanie (7):

(7) MEM,k-ag:J, k=1,2,.,N.

otrzymano réwnania ekstremali funkcjonatu.

dy . dy
(8) dtl =u, —nl, thzuz i, ,
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Uk
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(11 écpka(tx b

o (1), k=12,..N.

Do wyznaczenia warunkéw brzegowych réwnania (10), rys.
2 wykorzystano zaleznosci (12) i (13):

(,0
Jem, ki_MEMk_MSPlk_MDPlk’

(12) dt

- Mo’k, k 21,2,...,N f

d(DMk
(13) Jok e =Mppmk + Mspmk

gdzie: Mgp; i, Mgpy x — momenty sprezystosci, wynikajgce
w pierwszym i ostatnim elemencie dyskretyzacji wala,
Mppik s Mppmk — Momenty dyssypacji w wymienionych

elementach, M — liczba weztéw przestrzennej dyskretyzaciji
uktadu transmis;ji ruchu.

Po dokonaniu niezbednych przeksztatcern matematycznych
przedstawionych w [1, 7], rodwnania czesci elektrycznej
wszystkich elementéw we wspotrzednych pragdéw opisujg
zaleznosci:

di . .
(14) ?::Al(“l_rlll)+A12(“2_r212)’
di2 . .
(15) E:AZI(UI—r111)+A2(u2—r212) ,
(16) dig .
T =Ask(u, =g dgy —Q Wg )+
+Agr i (Ug y —Tg gy )+ € gy
(17) dig .
at =Ags k(U —rg gy — Q) We )+

+Ag (ug — Y dg):

gdzie A, Aj,, Ay, A, — wspotczynniki, ktére zalezg od
indukcyjnosci rozproszenia i magnesowania transformatora,
As k,Asrks Apsk- Agkx — to samo, tylko dla silnikow
Q -

silnikdw synchronicznych, ktére wyznaczono na podstawie

synchronicznych, macierze predkosci katowej

prostej i odwrotnej macierzy Parka (1T, y, Hilk ) [1, 4].

Wyrazenia opisujgce strumienie skojarzone, ktoére
figurujg w réwnaniach (16), (17) majg postac [1]:
(19) Wy = Log s o + M7y (Hl,kis,k +BTiR,k) '
gdzie: B — macierz topologiczna.
Nastepnie wyznaczono napiecie wezta (u,=V). Na

podstawie pierwszego prawa Kirchhoffa dla zespotu
obcigzenia, rys. 1 mozna zapisac:

N

i+ ) isy =0

k=1

(20)

Roézniczkujgc po czasie rdwnanie (20) z uwzglednieniem
wplywu warunkéw poczatkowych [1] oraz réwnan (14) —
(17) otrzymano
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di dig . .
(21) (T,[2+Z == Ay (0 —nji)) + Ay (uy —1rip) +

kldt

N
+Z{As,k(“z —rskis K — Q1 Ws )+
k=1

+Agg k (Ug k _rR,kiR,k)*'Ql,kiS,k} =0.

Skad, uzyskano poszukiwane napiecie zespotu obcigzenia:

-1
2
(22) u, EVZ{AZZ +zAs’k} {Azzrziz—
k=1
N
—Ag(uy —niy) - {As,k(—rs,kis,k -Q \¥s )+
k=1

+Agg k (UR k _rR,kiR,k)+Ql,kiS,k:|} .

Momenty elektromagnetyczne rozwijane przez
poszczegolne silniki obliczono na podstawie zaleznosci (23)

[7]:
(23)  Memk :‘/gpo,k(\PSB,kiSA,k ~Wsakisa ) -

gdzie: p, — liczba par biegunéw maszyn.

Nastepnie podstawiajgc do réwnania (10) wyznaczono
warunki brzegowe, uwzgledniajgc rownania (12), (13)

o0, Aoy az(Pk
(24) Memy+Gdpx— 1 +&— =Jemk—s5|
EM ,k k¥ p.k X |y_o k X |y—0 EMLK o’ x=0
aq)k 5(Dk az(pk
(25) GkJ PR K— " — Mo’k = Jo,k
p ax XZ'O 8X X:|0 atz X:|(]

Dyskretyzujagc metodg prostych réwnanie (10) oraz
umowy brzegowe (24), (25) otrzymano uktad réwnan
rézniczkowych zwyczajnych opisujgcy ukiad mechaniczny
mechaniczny:

doye _ ) A Mem k = Jp kGr(Prk —92)

(26)
dt (ka p,kAXk + 2‘]k)AXk
B Ex (o) —oy )
(Pid p A% +231) A%
doj; K é
(27) J. = k (D'—l,k —2(1)"k +®; Lk +
dt pk‘Jp,k(AXk)Z( J J I+ )
Gy .
t— (Pj—l,k _2(pj,k +(pj+l,k » 1= 2,..,M-1,
Pk(AXk)Z( )
(28) dopk _ 5 Jp KBk (Pm-1,k = Om k) + 8k (Om-1k —Omk)
dt (ka p,kAXk +2Jk)AXk

A Mo i
(P p kX + 23 A%

W modelu matematycznym wspdlnemu catkowaniu
podlega uktad réwnan rézniczkowych: (14) — (17), (26) —
(28) z uwzglednieniem wyrazen (22), (23).

Wyniki symulacji komputerowej

Dane mechaniczne uktadu nastepujgce: Jg, = 1700
kg-m?, J,, =3000 kg-m?, J,, =2000 kg-m? M,, = 5600
N-m, My, = 4400 N-m. Diugie waty napedowe dla obu

silnikéw byly jednakowej grubosci: d = 25,0 cm, natomiast
dtugosci sg rézne: 1), =4,5mi I, =3,0m.
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Rys.3. Przebieg czasowy predkosci katowej wirnika pierwszego
silnika synchronicznego
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Rys.4. Przebieg czasowy predkosci katowej wirnika drugiego
silnika synchronicznego

Rysunki 3 i 4 przedstawiajg przebiegi czasowe
predkosci kgtowych wirnikéw obu maszyn synchronicznych.
Analizujgc przedstawione rysunki mozna zauwazy¢, ze na
pierwszym z nich drgania predkosci pojawiajg sie w
momencie wigczenia statego napiecia na uzwojenie
wzbudzenia z jednoczesnym wigczeniem aktywnych
momentéw obcigzeh oraz w momencie istotnego
zmniejszenia napiecia wzbudzenia.
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Rys. 5. Przebieg czasowy pradu fazy A twornika pierwszego silnika
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Rys. 6. Przebieg czasowy pradu fazy A twornika drugiego silnika

W rysunkach 5 i 6 przedstawiono przejsciowe prady w
uzwojeniach  twornikbw obu maszyn napedowych..
Analizujgc przebieg symulacji pracy ruchu pierwszego
napedu, mozna zauwazyc¢, ze dla pierwszego silnika wzrost
pradu odbyt sie w czas t=65 s, czyli w momencie
zatgczenia wzbudzenia i obcigzenia. Kolejne zmiany pradu
wynikaty z roznego rodzaju zmiany napiecia wzbudzenia
obu maszyn.
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Rys.7. Przebieg czasowy pradu wzbudzenia wirnika pierwszego
silnika
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Rys.8. Przebieg czasowy pradu wzbudzenia wirnika drugiego
silnika

Nastepna para rysunkéw, 7 i 8 przedstawia przebiegi
czasowe prgdow wzbudzenia w uzwojeniach wirnikéw obu
maszyn. Zilustrowano na nich czasowe diagramy zmiany
napiec wzbudzenia obu maszyn synchronicznych.
Wprowadzenie maszyny w stan bliski do wypadniecia z
synchronizmu prowadzi do istotnych oscylacji funkcji pragdu
wzbudzenia, co potwierdza niestabilng prace maszyn w
wymienionych stanach. Takze wida¢ oscylacje w funkcji
prgdu wzbudzenia w drugim silniku, ale w mniejszym
stopniu.
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Rys.9. Rozktad przestrzenno-czasowy predkosci katowej watu
napedowego silnika nr 1

Na rysunku, 9 przedstawiono przestrzenno-czasowy
rozktadu dwuwymiarowej funkcji predkosci katowej watu
napedowego pierwszego silnika w przedziale czasowym
te[64,9; 65,6] s (czas wigczenia wzbudzenia silnika i jego

obcigzenia). Z punktu widzenia uzytkownika to ten rysunek
niesie najwiecej informacji o stanie ukladu napedowego
poniewaz daje on informacje o ruchu wszystkich punktow
dyskretyzowania.

Whnioski

Na podstawie wynikébw symulacji komputerowej
mozemy wyciggng¢ nastepujgce wnioski: zwigkszenie
napiecia wzbudzenia do wartosci znamionowych silnikéw
synchronicznych prowadzi do wzrostu (stabilizacji) napiecia
wezta zasilania, nieprawidlowo zaprojektowane waty
napedow elektrycznych mogg doprowadzi¢é do wzrostu
momentow sprezystosci (dzieki procesom rezonansowym
lub bliskim rezonansu), co z kolei moze doprowadzi¢ do
zniszczenia catego uktadu.
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