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Analiza porównawcza zakresów stabilności wybranych 
estymatorów prędkości silnika indukcyjnego typu MRAS 

 
 
Streszczenie. W artykule przedstawione zostało porównanie zakresów stabilności estymatorów prędkości MRASCV oraz MRASCC jak również 
estymatora MRASCC z zastosowaniem metody poprawy stabilności w generatorowym trybie pracy. Analiza teoretyczna potwierdzona została 
wynikami badań symulacyjnych i eksperymentalnych. 
 
Abstract. In this article a comparison of stability ranges of speed estimators MRASCV and MRASCC, as well estimator MRASCC with application of 
stability extension method in regenerating mode was presented. Theoretical analysis was validate by simulation and experimental result. 
(Comparative analysis of stability ranges of selected induction motor speed estimators type MRAS).  
 
Słowa kluczowe: estymator typu MRAS, silnik indukcyjny, analiza stabilności, generatorowy tryb pracy. 
Keywords: type MRAS estimator, induction motor, stability analysis, regenerating mode. 
 
Wstęp 

W ostatnich kilku dekadach bezczujnikowe układy 
napędowe z silnikami indukcyjnymi (SI) przyciągają uwagę 
ze względu na wiele zalet takich jak: niższe koszty, 
zmniejszenie miejsca dysponowanego na napęd (mniejsza 
liczba kabli i czujników), większa niezawodność, 
zwiększona wytrzymałość mechaniczna oraz możliwość 
pracy w nieprzyjaznym środowisku. Istotną cechą takich 
układów jest konieczność estymacji zmiennych stanu silnika 
indukcyjnego.  

W literaturze zaproponowanych zostało wiele metod 
oraz technik estymacji dla bezczujnikowych układów 
sterowania SI [1-3]. Szczegółowy podział metod estymacji 
prędkości silnika indukcyjnego został przedstawiony w [4]. 
Najczęściej analizowaną w literaturze grupą są metody 
algorytmiczne, do których można zaliczyć obserwatory 
zmiennych stanu (w szczególności adaptacyjny obserwator 
pełnego rzędu – AFO – Adaptive Full Order Observer) [5], 
filtr Kalmana [6] oraz symulatory zmiennych stanu 
(zwłaszcza estymatory typu MRAS – Model Reference 
Adaptive System) [7-13].  

Estymatory typu MRAS wykorzystują technikę układów 
adaptacyjnych. Do tej grupy można zaliczyć takie 
estymatory jak MRASF (F – flux) [7], MRASEMF (EMF – 
electromotive force) [8], MRASRP (RP – reactive power) [8], 
MRASCV (C – current, V – voltage) [9], MRASCC (C – 
current, C – current) [10], SM-MRAS (Sliding Mode MRAS) 
[11] i wiele innych [12]. Główna różnica pomiędzy nimi 
polega na estymowanych wewnętrznych zmiennych stanu, 
na podstawie których obliczany jest błąd wprowadzany do 
mechanizmu adaptacji. Ogólny przegląd tych metod został 
przedstawiony w [13]. Do  grupy estymatorów typu MRAS 
można zaliczyć również AFO [5] ze względu na cechy 
wspólne z estymatorami MRASCC i MRASCV, takie jak: taka 
sama postać błędu wprowadzana na mechanizm adaptacji 
oraz przyjęcie silnika indukcyjnego jako modelu 
odniesienia. 

W przypadku obserwatora AFO powstało wiele 
artykułów, w których omówiona została jego stabilność  
oraz zostały zaproponowane metody jej poprawy w 
generatorowym trybie pracy, m.in. [14-17]. W powyższych 
artykułach zostały również omówione różne metody 
poprawy stabilności tego estymatora (wprowadzenie 
odpowiedniej macierzy wzmocnień bądź kąta przesunięcia 
między wektorem strumienia wirnika i wektorem błędu 
estymacji prądu stojana) w szczególności w generatorowym 
trybie pracy (także w zakresie osłabiania strumienia). Dla 
estymatora MRASCC takich artykułów powstało niewiele [4], 
[18-20]. W przypadku estymatora MRASCV, jak do tej pory 

nie wykonano analizy stabilności w generatorowym trybie 
pracy. Przeprowadzona została jedynie analiza stabilności 
w zakresie pracy silnikowej w przypadku błędnej 
identyfikacji parametrów schematu zastępczego SI [21]. 
Z przedstawionej tam analizy wynika, że spośród 
estymatorów: MRASCC, MRASCV, AFO i MRASF, najbardziej 
odporny na wpływ błędnej identyfikacji parametrów jest 
MRASCC. 

W niniejszym artykule przedstawiono analizę stabilności 
estymatora MRASCV, w szczególności w generatorowym 
trybie pracy. Ponadto porównano stabilność estymatorów 
MRASCV, MRASCC oraz MRASCC z zastosowaniem metody 
poprawy stabilności poprzez dobór odpowiedniej wartości 
kąta przesunięcia wykorzystywanego w algorytmie 
adaptacji. W pierwszym rozdziale przedstawione zostały 
modele matematyczne silnika indukcyjnego oraz 
analizowanych estymatorów typu MRAS. W kolejnym 
przedstawiona została szczegółowa analiza stabilności, 
która została potwierdzona w następnym rozdziale 
wynikami badań teoretycznych, symulacyjnych oraz 
eksperymentalnych. Artykuł zakończono krótkim 
podsumowaniem otrzymanych wyników. 
 
Modele matematyczne 

Analizowane estymatory prędkości kątowej bazują na 
modelu matematycznym silnika indukcyjnego. W tym 
artykule model ten przedstawiony jest przy uwzględnieniu 
powszechnie stosowanych założeń upraszczających, oraz 
z wykorzystaniem zapisu za pomocą wektorów 
przestrzennych wyrażonych w jednostkach względnych, 
w układzie współrzędnych wirującym synchronicznie 
ze strumieniem wirnika [1-2]. Równanie stanu obwodów 
elektromagnetycznych SI przedstawia się następująco: 
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gdzie: kr = lm/lr, l = ls, r1 = rs + rrkr
2, r = lr/rr, TN = 1/(2fsN), 

is, us, r – wektory prądu stojana, napięcia stojana i strumienia 
wirnika, lr, ls, lm – indukcyjność wirnika, stojana, magnesująca, 
rs, rr – rezystancja stojana i wirnika,  – współczynnik 
całkowitego rozproszenia maszyny, s – pulsacja w stojanie, 
r=s-m – pulsacja poślizgu, fsN – częstotliwość znamionowa 
stojana. 

Estymator prędkości kątowej silnika indukcyjnego 
MRASCC [10] składa się z modelu symulatora prądowego, 
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modelu estymatora prądu stojana oraz mechanizmu 
adaptacji (regulator PI). Schemat tego estymatora 
przedstawiono na rysunku 1a. Oba modele są adaptowalne 
estymowaną wartością prędkości. Równanie modelu 
symulatora prądowego jest następujące: 
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Równanie modelu estymatora prądu stojana przedstawia 
się następująco: 

(3) 
srm

r

r

r
sss

ll

k

l

k

l

r
uψii







1

ˆˆjˆjˆ
dt

d 1 
















  

W celu analizy stabilności estymator ten można 
przedstawić za pomocą równania stanu: 
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Drugim estymatorem prędkości analizowanym w tym 

artykule jest estymator MRASCV [9], którego schemat 
blokowy został przedstawiony na rysunku 1b. 
W porównaniu do estymatora MRASCC pojawia się jedna 
różnica: adaptowany model symulatora prądowego 
zastąpiony jest nieadaptowanym (niezależnym od prędkości 
kątowej wirnika) modelem symulatora napięciowego: 

(5) 
s

r
ss

rr
N

r

su
rs

u
r

kk

l

k

l
T

k

r
uiψψ

1
j

dt

d
ˆjˆ

dt

d









    

Równanie stanu estymatora MRASCV można 
przedstawić w  następującej postaci: 
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W obu estymatorach wartość prędkości kątowej jest 
obliczana za pomocą regulatora typu PI: 

(7) 
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Wartość błędu  wprowadzana do mechanizmu 
adaptacji zależy od estymowanej wartości strumienia 
wirnika oraz od błędu estymacji prądu stojana: 

(8)   ixryiyrxr ee  ˆˆˆ  *
iψe , 

gdzie: ysxysxyix iie ,,,
ˆ  

Dla estymatora MRASCC, w celu poprawy stabilności 
w zakresie pracy generatorowej, błąd wprowadzany na 
mechanizm adaptacji został zmodyfikowany o kąt 
przesunięcia pomiędzy wektorami strumienia wirnika i błędu 
estymacji prądu stojana [4],[19-20]: 

(9)  
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Rys.1. Schematy blokowe estymatorów typu MRAS: a) MRASCC, b) MRASCV 

 
Analiza stabilności estymatorów MRASCV i MRASCC 

W celu przeprowadzenia analizy stabilności należy 
szczegółowo przeanalizować 5 kroków następującego 
algorytmu [20]: 

 Zapisanie pełnego modelu estymatora – czyli 
rozszerzenie równań stanu o równanie mechanizmu 
adaptacji. 
 Linearyzacja wokół ustalonego punktu pracy – 
wyznaczenie błędu estymacji poprzez odjęcie modelu 
estymatora od modelu silnika (w celu poprawnej analizy 
stabilności estymatora MRASCV po odpowiednich 
przekształceniach modelu matematycznego SI, 

równania strumieniowe przedstawione zostały 
za pomocą modelu napięciowego). 
 Wyznaczenie wartości własnych (biegunów 
estymatora) ze zlinearyzowanej macierzy stanu – 
obliczenie rozwiązań równania charakterystycznego. 
 Analiza znaku części rzeczywistych wszystkich 
biegunów estymatora w ustalonych punktach pracy – 
dodatnia część rzeczywista któregokolwiek bieguna 
świadczy o niestabilnym punkcie pracy. 
 Wyznaczenie granic niestabilności na podstawie 
przyrównania wyznacznika zlinearyzowanej macierzy 
stanu do zera. 
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Szczegółowa analiza stabilności estymatora MRASCC 
została przeprowadzona w [19-20]. Estymator ten 
zachowuje się niestabilnie w generatorowym trybie pracy. 
Granice (D1 i D2) przedziału niestabilności MRASCC 
opisane są następującymi zależnościami: 

(10) 
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W związku z powyższym, została zaproponowana 
odpowiednia wartość kąta przesunięcia w celu poprawy 
stabilności w generatorowym trybie pracy: 

(11) 
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Jeśli wartość kąta będzie wynosić (11) dla całego 
przedziału pracy SI, to w zakresie pracy silnikowej pojawią 
się niestabilne punkty pracy. Należy więc pamiętać, że 
w zakresie pracy silnikowej wartość  powinna wynosić 
zero. 

W trakcie (podczas) szczegółowej analizy stabilności 
estymatora MRASCV, po zapisaniu pełnego modelu 
matematycznego i obliczeniu różnicy pomiędzy modelem 
matematycznym silnika, a modelem matematycznym 
estymatora, wyznaczona została następująca postać 
zlinearyzowanej macierzy stanu: 

(12) 
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gdzie: as0 = [a51, a52], ar0 = [a53, a54] a0 = a55 – współczynniki 
ostatniego wiersza zlinearyzowanej macierzy stanu (patrz 
załącznik), ponadto wiadomo, że rx = ref oraz ry = 0. 

Po obliczeniu wyznacznika powyższej macierzy: 

(13) 

r

r
srefim

CV k

l

r
ψK






122
0 )ˆ(ˆdet A  

okazuje się, że niestabilne punkty pracy (dodatnia część 
rzeczywista wartości własnej) mogą pojawić się tylko na 
prostej s0=0 (prosta D1). 
 
Wyniki teoretyczne, symulacyjne i eksperymentalne 

Przedstawione w tym rozdziale wyniki symulacyjne 
i eksperymentalne badań związanych ze stabilnością 
omawianych estymatorów zostały uzyskane 
z wykorzystaniem struktury DRFOC (rys.2.) 
zaprojektowanej w programie MATLAB/Simulink, w której 
analizowane estymatory pracowały w układzie otwartym 
(poza pętlą sprzężenia zwrotnego od prędkości silnika). 
Stanowisko eksperymentalne składa się z dwóch silników 

indukcyjnych (1.1 kW i 1.5 kW), dwóch falowników napięcia, 
czujników pomiarowych (3 czujniki do pomiaru prądu, 
czujnik do pomiaru napięcia w obwodzie pośredniczącym 
(uDC), enkoder inkrementalny do pomiaru prędkości silnika) 
oraz systemu do szybkiego prototypowania (dSpace 1103) 
Parametry silnika zostały przedstawione w załączniku. 

 

 
Rys.2. Schemat struktury sterowania DRFOC 
 

Główną częścią tego rozdziału są charakterystyki 
przedstawiające zależność pomiędzy prędkością silnika 
a momentem obciążenia. Na rysunku 3 przedstawiono  
przykładowe przebiegi (dla m=0.1mn i 0.7mn), na 
podstawie których powstały wspomniane charakterystyki. 
Najpierw (w ciągu 5 sekund) prędkości: mierzona 
i estymowana osiągają wartość zadaną. W 5 sekundzie 
zostaje załączony moment obciążenia (tryb generatorowy), 
który przez kolejne 15 sekund zwiększa wartość od zera do 
półtorej wartości znamionowej (1.5mN). Cały proces kończy 
się po 20 sekundach. W przedstawionych przykładach 
można zauważyć, że w zakresie pracy generatorowej 
estymator MRASCC, w którym nie zastosowano metody 
poprawy stabilności, zachowuje się niestabilnie, 
w przeciwieństwie do estymatora MRASCV. 

 
Rys.3. Przykładowe przebiegi momentu obciążenia oraz 
estymowanych wartości prędkości. 
 

Na rysunku 4 przedstawiono porównanie wyników 
badań teoretycznych, symulacyjnych i eksperymentalnych 
estymatora MRASCV, MRASCC oraz MRASCC 
z zastosowaniem metody poprawy stabilności opisanej 
w poprzednim rozdziale (dla poprawnie zidentyfikowanych 
parametrów schematu zastępczego SI). Jak wynika 
z analizy teoretycznej (rys 4a – cała kolumna), estymator 
MRASCV jest stabilny w prawie całym zakresie pracy, poza 
prostą D1. W przypadku estymatora MRASCC przedział 
niestabilnych punktów pracy obejmuje większą część 
zakresu pracy generatorowej, co wiąże się z gorszymi 
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właściwościami tego estymatora w porównaniu 
z estymatorem MRASCV. Jednakże, po zastosowaniu 
odpowiedniej metody poprawy stabilności (11) dla 
estymatora MRASCC, można zniwelować ten przedział 
do prostej D1. Wadą tej metody jest pojawienie 
się niestabilnych punktów pracy w zakresie pracy 
silnikowej. Tej negatywnej cechy estymatora można 
się pozbyć poprzez przełączanie wartości kąta z (11) 
na wartość zerową, przy przejściu z pracy generatorowej 
do silnikowej i odwrotnie. Wyniki symulacyjne (rys. 4b – 
cała kolumna) potwierdzają wszystkie omawiane 
właściwości analizowanych estymatorów. Dla MRASCC 
z wykorzystaniem metody poprawy stabilności zastosowano 
przełączanie wartości kąta przy przechodzeniu z pracy 

generatorowej do silnikowej i odwrotnie, co zostało 
zaznaczone na wykresie. Dopiero tak zaprojektowany 
estymator MRASCC wykazuje takie same właściwości co do 
zakresu stabilności jak estymator MRASCV. Wyniki 
eksperymentalne (rys. 4c – cała kolumna) również 
potwierdzają wszystkie właściwości omawianych 
estymatorów. Warto zwrócić uwagę, że dla MRASCV 
w zakresie pracy generatorowej, wraz ze wzrostem 
momentu obciążenia pojawia się błąd estymacji prędkości, 
zaś dla MRASCC z metodą poprawy stabilności pojawiają 
się większe oscylacje. Podczas całej analizy współczynniki 
mechanizmu adaptacji wynosiły odpowiednio: Kp=1, 
Ki=30TN. 

 

 
Rys.4. Wykresy zależności prędkości od momentu obciążenia: wyniki teoretyczne (a), symulacyjne (b) i eksperymentalne (c) dla 
estymatorów MRASCV (wiersz pierwszy), MRASCC (wiersz drugi) i MRASCC z zastosowaniem metody poprawy stabilności (wiersz trzeci). 
 
Podsumowanie 

Szczegółowa analiza stabilności estymatorów MRASCV 
oraz MRASCC pozwala na jednoznaczne stwierdzenie, 
że estymator MRASCV cechuje się stabilną pracą zarówno 
w zakresie pracy silnikowej jak i generatorowej, w przypadku 
poprawnie zidentyfikowanych parametrów schematu 
zastępczego SI. Zastosowanie odpowiedniej metody 
poprawy stabilności dla estymatora MRASCC pozwala 
na osiągnięcie takich samych cech obu estymatorów 
w przypadku analizy teoretycznej oraz wyników badań 
symulacyjnych. Z badań eksperymentalnych wynika, 
że istotną cechą estymatora MRASCV jest pojawianie się 
błędów ustalonych odtwarzanej prędkości kątowej wraz 

ze wzrostem momentu obciążenia, zaś znaczącą 
właściwością estymatora MRASCC z zastosowaną metodą 
poprawy stabilności (8) i (11) jest konieczność korygowania 
wartości kąta  podczas zmiany trybu pracy silnika 
indukcyjnego. Powyższe właściwości oznaczają, 
że w warunkach rzeczywistych estymator MRASCC 
zachowuje lepsze właściwości niż estymator MRASCV. 
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Załączniki 
Tabela 1. Parametry silnika 

Parametr Wartość [j.fiz.] 
Moc znamionowa PN = 1.1 [kW] 
Moment znamionowy MN = 7.557 [N] 
Napięcie znamionowe UN = 230 [V] 
Prąd znamionowy IN = 2.5 [A] 
Prędkość znamionowa nn = 1390 [obr/min] 
Indukcyjność magnesująca Lm = 424.60 [mH] 
Indukcyjność stojana/wirnika Ls = Lr = 398.38 [mH] 
Rezystancja stojana Rs = 5.019 [] 
Rezystancja wirnika Rr = 6.497 [] 
Strumień wirnika Ψr = 0.8428 [Wb] 
Częstotliwość fsN = 50 [Hz] 
Liczba par biegunów pb = 2 

 
Współczynniki zlinearyzowanej macierzy stanu 

przedstawiają się następująco: 

(11)
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