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Pomiarowa estymacja parametrów modeli ułamkowego rzędu 
nowej klasy symetrycznych superkondensatorów polimerowych 

 
 

Streszczenie. W artykule opisano wyniki badań nad nowymi materiałami polimerowymi elektroprzewodzącymi do budowy superkondensatorów, 
skonstruowanych na bazie polipirolu. Wykonano pomiary ich charakterystyk częstotliwościowych zespolonej impedancji metodą elektrochemicznej 
spektroskopii impedancyjnej (EIS). Do zamodelowania impedancji tych elementów przyjęto wybrane, znane w literaturze modele ułamkowego rzędu. 
Do estymacji parametrów tych modeli wykorzystano algorytm optymalizacyjny roju cząstek (z ang. Particle Swarm Optimization – PSO). 
  
Abstract. The paper presents the results of research on new electroconductive polymer materials, based on polypyrrole, for the construction of 
supercapacitors. Measurements of the complex impedance frequency characteristics were performed for these elements using electrochemical 
impedance spectroscopy (EIS) method. Selected fractional-order models, known from literature, have been used to model the impedance of these 
elements. The Particle Swarm Optimization (PSO) algorithm has been used to estimate parameters of these models. (Measurement estimation of 
fractional-order model parameters for a new class of symmetrical polymer supercapacitors).  
 
Słowa kluczowe: superkondensatory, modele ułamkowego rzędu, elektrochemiczna spektroskopia impedancyjna EIS, polipirol. 
Keywords: supercapacitors, fractional-order models, electrochemical impedance spectroscopy (EIS), polypyrrole. 
 
 
Wstęp 

Metody pomiarów urządzeń do magazynowania energii 
możemy podzielić na dwa rodzaje – są to metody stało- 
oraz zmiennoprądowe. Podczas pomiarów metodami 
stałoprądowymi występują silne zakłócenia, spowodowane 
zjawiskami polaryzacyjnymi. Wyniki pomiarów oporności 
tymi metodami są zawyżone, a w przypadku pomiarów 
niskim napięciem, dochodzi do blokowania przepływu 
prądu, jeśli zastosowano elektrody blokujące. Znaczenie 
poznawcze takich pomiarów jest niewielkie. Drugim 
rodzajem pomiarów są metody zmiennoprądowe, do 
których należy elektrochemiczna spektroskopia impedancyj-
na (z ang. EIS – Electrochemical Impedance Spectrosco-
py). Omawiana metoda pomiaru pozwala na uzyskanie 
wysokiej precyzji podczas pomiarów oraz jest często 
stosowana do oceny heterogenicznych parametrów przeno-
szenia ładunku i do badania struktury dwuwarstwowej. Ta 
technika ma zastosowanie w badaniu akumulatorów, 
rozwoju ogniw paliwowych, czujnikach, korozji i elektroche-
mii fizycznej, a także może również dostarczać informacji 
na temat parametrów reakcji, szybkości korozji, porowatości 
powierzchni elektrod, właściwości powłoki, transportu masy 
i pomiarów pojemności międzyfazowej. Jest używana w 
wielu dziedzinach nauki, takich jak chemia, inżynieria 
materiałowa, elektrotechnika oraz elektronika [1, 2, 3, 4]. 

Elektrochemiczne kondensatory dwuwarstwowe 
(EDLC), które są również nazywane superkondensatorami 
cieszą się coraz większym zainteresowaniem przemysłu 
transportowego. Ich pozytywne aspekty, takie jak wysoka 
gęstość mocy, długi cykl życia oraz praca przy niskim 
napięciu sprawiają, że są atrakcyjnymi urządzeniami dla 
tego sektora przemysłu. Układy o wysokiej gęstości mocy 
znajdują zastosowanie w układach hamowania rekuperacyj-
nego w pojazdach elektrycznych. Pierwotnie były one 
stosowane w jednostkach trakcyjnych, ale wraz z rozwojem 
elektromobilności znalazły zastosowanie w samochodach i 
autobusach elektrycznych. Oprócz transportu, superkon-
densatory mają zastosowanie w systemach zasilania 
awaryjnego, które wykorzystuje się podczas braku zasilania 
ważnych obiektów teleinformatycznych. Głównym ograni-
czeniem elektrycznych kondensatorów dwuwarstwowych 
jest ich niska gęstość energii pola elektrycznego. 
Rozwiązaniem tego problemu jest stosowanie 
superkondensatorów oraz akumulatorów w jednym 

układzie. W takim systemie kondensatory zapewniają 
wysoką gęstość mocy, natomiast akumulatory odpowiadają 
za wysoką gęstość energii [1, 5, 6, 7]. 
 
Pomiary EIS i badane modele superkondensatorów 

Tradycyjne superkondensatory bazują na podwójnej 
elektrycznej warstwie Helmholtza. Warstwa Helmholtza 
powstaje na granicy elektrolitu oraz elektrody. W konstrukcji 
tego typu urządzeń jako elektrody stosuje się materiały 
charakteryzujące się dużą powierzchnią wewnętrzną. 
Konieczność zastosowania takich rozwiązań materiałowych 
wynika z zależności fizykochemicznej, która stanowi, iż 
wzrost pojemności urządzenia jest wprost proporcjonalny 
do wzrostu powierzchni elektrod. Superkondensatory 
polimerowe są specjalną grupą tego typu urządzeń 
charakteryzującą się nieco odmiennym mechanizmem 
magazynowania energii niż tradycyjne kondensatory 
dielektryczne. Tego typu urządzenia mają dwa mechanizmy 
magazynowania energii – podwójną warstwę Helmholtza 
oraz reakcje redukcji i utleniania polimerów przewodzących. 
Energia w tym przypadku generowana jest podczas 
przeniesienia ładunku, który występuje w reakcji redoks. 
Przy doborze materiałów aktywnych potrzebnych do 
wykonania urządzenia, należy zwrócić szczególnie uwagę 
na substancje zdolne do wytwarzania powierzchniowych 
reakcji redukcji i utleniania. Materiałami wykazującymi takie 
właściwości są polimery skoniugowane [8, 9, 10] 

Idealne tworzywo, z którego zostanie wykonana elektro-
da powinno mieć niską rezystancję, wysoką odporność na 
oddziaływania mechaniczne oraz rozwiniętą powierzchnię. 
W kontekście pożądanych cech energetycznych, mają je 
nanorurki węglowe oraz polimery przewodzące. Kompozyty 
składające się z materiału węglowego oraz polimerów 
przewodzących tworzą doskonały materiał pełniący funkcję 
elektrody. Niektóre polimery skoniugowane mają tak dobre 
właściwości elektrochemiczne oraz wytrzymałościowe, iż 
stosuje się je jako elektrody jednoskładnikowe [11]. 

Badane superkondensatory zostały wykonane na 
płytkach stalowych. W wyniku procesu elektropolimeryzacji 
realizowanej za pomocą woltamperometrii cyklicznej, na 
powierzchnie płytek został nałożony polipirol. Masa 
polimeru, która znajduje się na obu kolektorach wynosi ok. 
35 µg w każdym urządzeniu. Odległość między dwoma 
kolektorami zawierającymi polimer wynosi około 70 µm [12]. 
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W badanych układach zostały zastosowane elektrolity 
zawierające poli(metakrylan metylu) (Alfa Aesar, 
MW=550000), acetonitryl (Acros, 99%), węglan propylenu 
(Prosynth, 99%) oraz zmienny składnik aktywny w postaci 
soli litowych oraz tetrabutyleniowych. W roli składników 
aktywnych elektrolitów wykorzystano następujące sole: 
nadchloran litu (LiClO4) (Acros, czysty), nadchloran 
tetrabutyloamonu (NBu4ClO4) (Fluka, 98%) oraz 
trifluorometanosulfonian tetrabutyloamonu (NBu4CF3SO3) 
(Fluka, 98% ). 

Układy zostały zbadane metodą EIS przy pomocy 
potencjostatu Bio-Logic SP-150 w laboratorium Katedry 
Fizykochemii i Technologii Polimerów Wydziału Chemiczne-
go Politechniki Śląskiej (rys. 1 i 2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys.1. Potencjostat Bio-Logic SP-150 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys.2. Badany superkondensator zawierający elektrolit z solą 
LiClO4 
 
Modele superkondensatorów 

Bazując na wielu pracach naukowych dotyczących 
superkondensatorów, można zauważyć, że zarówno 
charakterystyki częstotliwościowe, jak i przebiegi w 
układach je zawierających, różnią się od charakterystyk i 
przebiegów występujących w obwodach z klasycznymi 
kondensatorami dielektrycznymi [13, 14]. Wynika to z takich 
ich cech, jak: duża pojemność, rzędu nawet kilku tysięcy 
faradów, elektrochemiczna budowa i stosunkowo duża 
szeregowa rezystancja wewnętrzna (ESR) [15]. Dlatego 
coraz częściej wykorzystuje się do ich opisu rachunek 
różniczkowy ułamkowego rzędu. W pracach [15, 16] 
otrzymano wartości parametrów modeli ułamkowego rzędu 
dla wybranych komercyjnych superkondensatorów. Jedno-
cześnie, trwają ciągle badania nad nowymi realizacjami 
kondensatorów ułamkowego rzędu [17].  

Na bazie pomiarów metodą elektrochemicznej 
spektroskopii impedancyjnej EIS opracowano kilka modeli 

superkondensatorów w dziedzinie częstotliwości. W 
opisanych w artykule badaniach uwzględniono modele 
obowiązujące dla szerokiego zakresu częstotliwości. 

Przykładem takich modeli jest model oparty o bieguny i 
zera impedancji ułamkowego rzędu, opisany jako: 
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gdzie: RC – szeregowa rezystancja zastępcza (ESR) 
superkondensatora, ω0 – pulsacja graniczna, k – parametr 
związany z odwrotnością pojemności (elastancją) superkon-
densatora, α, β – parametry ułamkowe (bezwymiarowe). 

Poszczególne parametry modelu (1) – RC, ω0, α, β oraz k 
– można z dobrą dokładnością wyznaczyć z charakterystyk 
częstotliwościowych Nyquista i Bode'go. 

Dzięki wykorzystaniu metody elektrochemicznej spektro-
skopii impedancyjnej, wyprowadzono również bardziej 
złożone modele superkondensatorów ułamkowego rzędu. 
Opisują one pojedyncze elektrochemiczne struktury, które 
odpowiadają zjawiskom występującym w superkonden-
satorach dla różnych zakresów częstotliwości [18]. 
Wprowadzono w tych modelach kilka elementów, których 
transmitancje opisane są zależnościami: 
 impedancja Warburga: 
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 ograniczona impedancja Warburga: 
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 funkcja Havriliaka - Negami: 
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gdzie: Z0, B – parametry, C0, C∞ – pojemność kondensatora 
przy niskich (f → 0) i wysokich częstotliwościach (f → ∞), τ 
– parametr związany z temperaturą pracy, μ, Φ – parametry 
ułamkowego rzędu. 

Impedancja Warburga reprezentuje liniową dyfuzję w 
przestrzeni półnieskończonej, zależną od częstotliwości i od 
potencjału zakłóceń. Ograniczony element Warburga 
opisuje liniową dyfuzję w jednolitej warstwie o ograniczonej 
grubości. Przykładowe topologie modeli ułamkowego rzędu 
wykorzystujące elementy: impedancję Warburga i ograni-
czoną impedancję Warburga, odpowiednio z czterema lub 
pięcioma parametrami, pokazano na rys. 3. 
 
 
 
 
 
 
 
Rys.3. Topologie modeli superkondensatora ułamkowego rzędu 
[18]: a) czteroparametrowa struktura z impedancją Warburga, b) 
pięcioparametrowa struktura z ograniczoną impedancją Warburga 

 
Funkcja Havriliak'a-Negami jest elementem najbardziej 

uniwersalnego modelu superkondensatora w dziedzinie 
częstotliwości. Model superkondensatora uwzględniający 5 
parametrów (L, R1, R2, R3, C) oraz pięcioparametrową funk-
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cję H przedstawiono na rys. 4. Stanowi on najdokładniejszy 
opis rzeczywistego superkondensatora w szerokim zakresie 
częstotliwości.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys.4. Topologia modelu superkondensatora ułamkowego rzędu, 
wykorzystująca funkcję Havriliak’a- Negami [13] 

 
Trwają również prace nad nowymi modelami 

superkondensatorów ułamkowego rzędu, między innymi, 
nad opracowaniem modelu łączącego część rzędu 
całkowitego pojemności superkondensatora oraz części 
rzędu ułamkowego, które wspólnie opisywałyby wszystkie 
zjawiska zachodzące wewnątrz superkondensatorów [19]. 

Osobną kwestią jest identyfikacja parametrów poszcze-
gólnych modeli superkondensatorów. Opracowano różne 
metody identyfikacji, wykorzystujące np. zjawisko rezonan-
su w obwodzie szeregowym [20]. Natomiast w przypadku 
uzyskania widm częstotliwościowych Nyquista lub Bode’go 
dobrym rozwiązaniem jest estymacja parametrów modeli 
przy pomocy metod i algorytmów optymalizacyjnych. 
 
Metoda estymacji parametrów modeli 

Wykorzystana metoda estymacji parametrów modeli 
superkondensatorów polega na aproksymacji pomiarowych 
charakterystyk modułu |Z|(f) oraz argumentu φ(f) impedancji 
charakterystykami obliczonymi na podstawie równania 
wybranego modelu. 

Aproksymacja charakterystyk polega na minimalizacji 
funkcji celu, określonej jako błąd średniokwadratowy, 
występujący między charakterystyką pomiarową i aproksy-
mującą. Zastosowano normalizację charakterystyk pomiaro-
wych i aproksymujących w celu uzyskania podobnych 
rzędów wielkości ich wartości: 
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przy czym, jako wielkości odniesienia dla charakterystyk 
pomiarowych i aproksymujących wykorzystywano wartości 
maksymalne odpowiednich charakterystyk pomiarowych, 
które nie ulegają zmianie w procesie aproksymacji. 

Funkcja celu ε ma więc postać: 
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gdzie: K – wektor poszukiwanych parametrów modelu, i – 
numer punktu charakterystyki częstotliwościowej, n – liczba 
punktów charakterystyki częstotliwościowej, taka sama dla 
|Z|(f) oraz φ(f), indeks m oznacza charakterystykę 
pomiarową, a indeks a – charakterystykę aproksymującą, 
obliczoną na podstawie poszukiwanych parametrów 
modelu. 

Do minimalizacji tak określonej funkcji celu wykorzys-
tano algorytm optymalizacyjny roju cząstek (ang. particle 
swarm algorithm) [21, 22]. Pozwala on na znalezienie 
minimum globalnego funkcji celu z zadowalającą 
dokładnością i szybkością, mimo stosunkowo dużego 

obszaru poszukiwań oraz występowania minimów lokalnych 
funkcji celu. 
 
Przykładowe obliczenia 

W badaniach przeanalizowano dokładność aproksyma-
cji charakterystyk częstotliwościowych superkondensatorów 
za pomocą wszystkich modeli opisanych w artykule. 
Przedstawiono wyniki badań dla modeli, które najdokładniej 
aproksymują charakterystyki badanych superkondensato-
rów, przy różnych wartościach napięcia offsetu U 
(składowej stałej napięcia na zaciskach badanego układu). 

W tab. 1 i 2 zestawiono wyniki estymacji parametrów 
wybranych modeli oraz wartości błędu średniokwadrato-
wego ε między charakterystykami pomiarowymi i aproksy-
mującymi. Dzięki normalizacji charakterystyk według wzoru 
(5), można wykorzystać wartość błędu ε do porównania 
dokładności aproksymacji charakterystyk dla superkonden-
satorów zawierających elektrolity z różnymi solami 
aktywnymi. 
 
Tabela 1. Wyniki estymacji parametrów modelu opartego o bieguny 
i zera impedancji ułamkowego rzędu 
U, V k ω0 α β RC błąd ε 

nadchloran litu (LiClO4) 
-0,2 8504 211,6 -0,5697 0,2789 147,3 0,07021 

0 8423 185,5 -0,5637 0,2740 146,8 0,05864 
0,8 13411 105,4 -0,5357 0,2946 147,5 0,05864 

nadchloran tetrabutyloamonu (NBu4ClO4) 
-0,2 1111 14,23 0,6330 0,9075 63,78 0,009338 

0 1201 14,65 0,5144 0,9214 67,60 0,006505 
0,8 1029 10,45 0,5565 0,8928 69,73 0,009320 

trifluorometanosulfonian tetrabutyloamonu (NBu4CF3SO3) 
-0,2 2127 2757 -0,4884 0,3965 184,6 0,04323 

0 2168 2441 -0,4795 0,3938 184,6 0,06227 
0,8 4944 308,1 -0,3734 0,3736 187,6 0,07021 

 
Tabela 2. Wyniki estymacji parametrów modelu z ograniczoną 
impedancją Warburga 
U, V C R1 R2 Z0 B błąd ε 

nadchloran litu (LiClO4) 
-0,2 0,06751 13422 157,3 21382 320921 2,2986 

0 0,06834 13763 158,6 21198 274413 2,3005 
0,8 0,04078 38207 182,5 26462 594487 2,6146 

nadchloran tetrabutyloamonu (NBu4ClO4) 
-0,2 9,28•10-4 207,5 121,1 1453 333238 0,03537 

0 8,68•10-4 250,2 105,2 797,2 140505 0,01344 
0,8 0,001029 278,2 113,9 1072 24900 0,02947 

trifluorometanosulfonian tetrabutyloamonu (NBu4CF3SO3) 
-0,2 4,19•10-4 1406 198,9 5934 51443 0,1776 

0 4,46•10-4 1494 196,1 5923 102156 0,2156 
0,8 0,1042 7879 169,7 9135 141283 0,7835 

 
Na rys. 5 przedstawiono charakterystyki pomiarowe 

badanych superkondensatorów, przykładowo dla napięcia 
offsetu U = 0 V. 

Na rys. 6 przedstawiono charakterystyki pomiarowe dla 
badanych wartości napięcia offsetu U, przykładowo dla 
superkondensatora z elektrolitem zawierającym sól 
NBu4CF3SO3. 

Na rys. 7 przedstawiono charakterystyki pomiarowe i 
aproksymujące, przykładowo dla superkondensatora z 
elektrolitem zawierającym sól LiClO4 i napięcia offsetu 
U = 0 V. 
 
Podsumowanie 

Na podstawie przeprowadzonych badań sformułowano 
następujące wnioski: 
 Zastosowanie normalizacji charakterystyk pomiarowych 
i aproksymujących pozwala na wykorzystanie wartości 
błędu ε do porównania dokładności aproksymacji 
charakterystyk różnych superkondensatorów, mimo, że te 
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charakterystyki mają różne zakresy wartości. Przykładowo z 
rys. 7 wynika, że dokładność aproksymacji argumentu 
impedancji superkondensatora z elektrolitem LiClO4 dla 
napięcia offsetu U = 0 V jest zadowalająca dla modelu 
opartego o bieguny i zera impedancji, czemu odpowiada 
mała wartość błędu ε w tab. 1. Z kolei, dokładność 
aproksymacji argumentu impedancji tego 
superkondensatora jest niezadowalająca dla modelu z 
ograniczoną impedancją Warburga, czemu odpowiada duża 
wartość błędu ε w tab. 2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys.5. Pomiarowe charakterystyki częstotliwościowe: modułu (a) i 
argumentu (b) impedancji badanych superkondensatorów dla 
napięcia offsetu U = 0 V 
 
 Dla wszystkich badanych modeli dokładność aproksy-
macji jest lepsza dla modułu impedancji, niż dla argumentu 
impedancji. 
 W przypadku wszystkich badanych superkondensato-
rów najlepszą dokładność aproksymacji charakterystyk 
uzyskano dla modelu z zerami i biegunami impedancji. Dla 
modelu z ograniczoną impedancją Warburga udało się 
uzyskać zadowalającą dokładność aproksymacji tylko dla 
superkondensatora z solą NBu4ClO4. 
 Charakterystyki impedancji badanych superkondensato-
rów różnią się w zależności od wartości napięcia offsetu U. 
Szczególnie charakterystyki dla U = 0,8 V różnią się 
znacząco od charakterystyk dla pozostałych wartości 
offsetu. Można to zauważyć w tab. 1 i 2, porównując wyniki 
estymacji parametrów modeli, oraz przykładowo na rys. 6. 
 Dla wszystkich przypadków otrzymano bardzo dużą 
wartość parametru B modelu z ograniczoną impedancją 
Warburga. Dlatego we wzorze (3) wartość funkcji coth jest 
zawsze bliska 1 i model ten można sprowadzić do modelu z 
impedancją Warburga (2), przy czym wartości pozostałych 
parametrów nie ulegną zmianie. W badaniach estymowano 
także parametry modelu (2) i otrzymano wartości jego 
parametrów bardzo zbliżone do wartości parametrów 
modelu (3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys.6. Pomiarowe charakterystyki częstotliwościowe modułu (a) i 
argumentu (b) impedancji superkondensatora z elektrolitem 
zawierającym sól NBu4CF3SO3 dla badanych wartości napięcia U 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys.7. Pomiarowe i aproksymujące charakterystyki częstotliwościo-
we: modułu (a) i argumentu (b) impedancji superkondensatora z 
elektrolitem zawierającym sól LiClO4 dla napięcia U = 0 V 
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 Parametr k w modelu opartym o bieguny i zera impe-
dancji ułamkowego rzędu związany jest z odwrotnością 
pojemności superkondensatora. Na podstawie wyników z 
tab. 1 można zauważyć zależność pomiędzy wzrostem 
napięcia offsetu U, a zmniejszeniem pojemności C oraz 
zwiększeniem szeregowej rezystancji wewnętrznej RC, co 
zaobserwowano w przypadku wszystkich badanych 
superkondensatorów, niezależnie od elektrolitu. Przy czym 
błąd aproksymacji nie uległ znaczącemu zwiększeniu. Może 
to oznaczać, że przy badaniach impedancji zadawanie zbyt 
dużej wartości składowej stałej napięcia U na 
superkondensator, negatywnie wpłynie na wartości jego 
parametrów pracy.  
 W przypadku modelu z ograniczoną impedancją 
Warburga nie zaobserwowano podobnej zależności jak w 
przypadku modelu opartego o bieguny i zera impedancji 
ułamkowego rzędu, dlatego należałoby wykonać więcej 
pomiarów i badań porównawczych, aby zweryfikować 
hipotezę o takiej zależności.  
 Na podstawie wyników estymacji parametrów modelu 
opartego o bieguny i zera impedancji ułamkowego rzędu, 
można stwierdzić, że najlepszymi właściwościami 
elektrycznymi (największą pojemnością będącą odwro-
tnością parametru k oraz najmniejszą rezystancją wew-
nętrzną RC) wykazuje się superkondensator wypełniony 
elektrolitem NBu4ClO4 (nadchloran tetrabutyloamonu). 
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