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Rotacja z pochodnymi niecatkowitego rzedu i niektore jej

wilasnosci

Streszczenie. W pracy przedstawiono operator rotacji w ujeciu pochodnych niecatkowitego rzgdu. Podjeto probe wyznaczenia rotacji niecatkowitego
rzedu, dla pél wektorowych oraz znalezienia jej interpretacji na gruncie mechaniki i teorii p6l magnetycznych (na przyktadzie obliczania natezenia
pola magnetycznego powstatego od przewodnika wiodgcego prad elektryczny).

Abstract. The paper presents the rotation operator in terms of fractional order derivatives. An attempt is made to determine the rotation of an
fractional order, for vector fields, and to find its interpretation on the ground of mechanics and magnetic field theory (using the example of calculating
the magnetic field strength arising from a conductor leading an electric current). (Rotation with fractional order derivatives and some of its

properties)
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Wstep

Do analizy fizycznych pdl wektorowych czesto
stosowany jest operator rézniczkowy zwany rotacjg, ktéry
jest wielkoscig wektorowg, bedgcg produktem iloczynu
wektorowego operatora Nabla i wektora opisujgcego
fizyczne pole np. natgzenie pola magnetycznego H. Przy
pomocy rotacji mozna opisa¢ wirowos¢ pola wektorowego,
czyli regularng zmiane jego kierunku od punktu do punktu.
Kazda z pochodnych wchodzacych w sktad rotacji oznacza
lokalng zmienno$¢ danej sktadowej przy przemieszczaniu
sie prostopadle do niej. Operator ten, jak wiadomo jednemu
polu wektorowemu przyporzgdkowuje inne pole wektorowe i
pozwala na rozréznienie pdl wirowych i bezwirowych.
Znalazt wiec zastosowanie w teorii pol
elektromagnetycznych a szczegdlnie w analizie pdl
magnetycznych [1, 2, 3]. Pole wynikowe ma kierunek
prostopadly do danego pola w danym punkcie (przyktad:
wektor gestosci pradu i wektor natezenia pola
magnetycznego).
Klasyczna pochodna jest korzystna do modelowania
fizycznego systemow lokalnie, natomiast zastosowanie do
obliczen rachunku niecatkowitego rzedu pozwala bardziej
globalnie modelowa¢ systemy fizyczne [4, 5, 6].
W niniejszej pracy podjeto probe wyznaczenia rotacji
niecatkowitego rzedu, dla pdl wektorowych oraz znalezienia
jej interpretacji na gruncie mechaniki i teorii pdl
magnetycznych (na przyktadzie obliczania natezenia pola
magnetycznego powstatego od przewodnika wiodgcego
prad elektryczny).

Jak wiadomo klasyczng rotacje [7] w uktadzie
wspotrzednych prostokgtnych mozna zapisa¢ zwigzkiem

(1):
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Rotacje niecatkowitego rzedu oznaczong tu przez ,,rot*"
uzyskano zastepujgc w (1) pochodne pierwszego rzedu
pochodnymi niecatkowitego rzedu a (0 < a < 1):
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przy czym, do prowadzonej analizy zastosowano definicje
pochodnej niecatkowitego rzedu wg Caputo (3) [4,5]:
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gdzie

gdzie: T funkcja gamma.

Definicja ta jest czesto uzywana w zastosowaniu do
uktadow fizycznych  poniewaz warunki poczgtkowe
wyrazone sg pochodnymi klasycznymi, ktére majg
interpretacje fizyczna.

Interpretacja mechaniczna

Jezeli w ujeciu klasycznym obliczy sie rotacje pola
predkosci dowolnego punktu ciata sztywnego wirujgcego z
predkoscig katowg , to w wyniku otrzyma sie podwdjng
wartos¢ predkosci kagtowej o [8].
| tak w uktadzie kartezjanskim predkos¢ liniowg punktu
mozna wyrazi¢ wzorem: V=@ X,

gdzie:o=1,0, r=lx+1,y+1,z
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Zatem:
1, 1, 1,
a a 9 a F]
B)rot V= w a2l 1, [a (xw) — 5(_3/0))] =

—-yw xw 0
=1,[w+w] =120

Obliczajgc rotacje utamkowego rzedu otrzymuije sie:

ay — ot L9 _
(6) rot*V = 1,0 (axax + Fre y) =
@ el pyl-a) = s
tGraraoa XtV T = o g
poniewaz dla (0< a<1):
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Rotacja utamkowego rzedu z predkosci liniowej punktu
obracajgcego sie ciata zalezy od potozenia tego punktu, co
mozna interpretowac, ze ciato to nie jest sztywne i punkty
nalezagce do niej sg ,luzno” zwigzane w zaleznosci od
potozenia.

Pola bezwirowe

Jak juz wspomniano operacja rotacji stuzy do
rozréznienia pol wirowych: - rotA#0 i bezwirowych: -rotA=0
gdzie wektor A charakteryzuje badane pole. Nastepnie
zostang sprawdzone te zaleznosci na podstawie natezenia
pola elektrostatycznego E wytworzonego przez nieruchomy
tadunek Q, ktéry tworzy pole bezwirowe.
We wspéirzednych sferycznych natezenie to mozna
wyznaczy¢ na podstawie wzoru (8):

®) E=1, 41131"2
Obliczajgc  rotacje w  ujeciu klasycznym we
wspotrzednych sferycznych otrzymuje sie
1 1
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9) rotE = o 3 2 | = 0
Q
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Dla wektora A rotacja: rot* we wspoirzednych

sferycznych nalezy uwzgledni¢ wspétczynniki
[9,10], zatem:

metryki
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gdzie:

gt = (§DF)? + (§DFY)* + (§DF2)?
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(11)

Dla wektora E rotacje utamkowego rzedu:
wyznaczy¢ na podstawie zaleznosci:

x =rsin6®cos ¢
y=rsin@sing
z=1rcos0

rot* mozna
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Rotacja ta jest réwna zeru niezaleznie od wartoSci
wspotczynnikdw metryki, poniewaz g, i E; nie zalezg od
wspoirzednej ©. Oznacza to, ze rotacja utamkowa pol
bezwirowych podobnie jak rotacja klasyczna jest réwna
zeru.

Pola magnetyczne

Jako przyktad zostanie rozpatrzone natezenie pola
magnetycznego wewnatrz  prostoliniowego  kotowego
przewodnika o promieniu R, ktérego 0§ pokrywa sie z osig
z, wiodgcego réwnomiernie roztozony w catym przekroju
prad staty | w kierunku osi z. Jak wiadomo modut natezenie
pola magnetycznego w odlegtosci r < R od osi przewodnika
wyraza sie wzorem [11,12]

Ir
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Zapisujgc jako wektor w ukladzie kartezjanskim

otrzymujemy:
Iy Ix
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Obliczajgc rotacje klasyczng wektora H
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Otrzymuje sie oczywiscie gestos¢ pradu w przewodniku
(rys.1).
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Rys. 1. Gesto$¢ pradu dla « = 1 — rotacja klasyczna.

Obliczajgc rotacje utamkowego rzedu — analogicznie jak
we wzorze (6) uwzgledniajgc zwigzek (7), otrzymuje sie:
(16)
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Rys. 2. Gesto$¢ pradu dla a = 0,5.
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Rys. 3. Gestos¢ pradu dla ¢ = 0,9.
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Poréwnujgc wyniki (15) i (16) mozna stwierdzi¢, ze dla
rotacji utamkowego rzedu gesto$¢ pradu ma ten sam
kierunek ale nie jest stata i zalezy od potozenia punktu.
Wyniki przedstawiono na rysunkach 2 i 3.

Pokazana na rys. 2 i 3 gesto$¢ prgdu wewnatrz
prostoliniowego kotowego przewodnika odpowiadajgca
rotacjom utamkowego rzedu (dla: @ = 0,5 i a = 0,9) przy
natezeniu pola magnetycznego opisanego wzorem (13).
Mozna zauwazyé, ze gestos¢ pradu dla a = 0,5 jest
wieksza w okolicach osi przewodnika niz dla « = 0,9 co
mozna interpretowac jako mniejsze wypieranie pradu.

Whioski

Rotacja utamkowego rzedu zachowuje niektére cechy
rotacji klasycznej tzn. dla pdl bezwirowych daje wartos¢
zero. Analizujgc jej interpretacje mechaniczng zauwazyé
mozna, ze nie dotyczy to bryty sztywnej tylko ciata
skfadajgcego sie z luzno powigzanych czgstek.
Jedli chodzi o pole magnetyczne pochodzace od
przewodnika z prgdem, to rotacja utamkowego rzedu
dotyczy nierbwnomiernej gestosci pradu, co mogtoby
znalez¢ zastosowanie przy obliczaniu pola magnetycznego
wywotanego przez przewodnik z pradem z uwzglednieniem
zjawiska naskorkowosci.
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