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OPENaACCESS Propagacja btedéw o charakterze deterministycznym
przez algorytmy dyskretnej transformacji falkowej

Propagation of the Deterministic Errors by the Discrete Wavelet Transform algorithms

Streszczenie. W artykule przedstawiono, w jaki sposob algorytmy dyskretnej transformacji falkowej przenoszg z wej$cia na wyjscie sygnaty bte-
dow o charakterze deterministycznym. W pracy zdefiniowano model btedu oraz wskazano ilosciowy opis parametrow sygnatu btedu zarowno na
wejsciu, jak i wyjsciu algorytmu. Jako, ze w opisie wtasciwos$ci algorytmu stosowana jest transmitancja tego algorytmu, w artykule wskazano jak
okreslac te wielkos¢c zarbwno w sposob analityczny, jak i podczas stosowania gotowej implementacji algorytmu o nieznanej strukturze nume-
ryczney.

Abstract. The article presents how discrete wavelet transform algorithms transmit deterministic error signals from input to output. The study de-
fines an error model and provides a quantitative description of the error signal parameters at both the input and output of the algorithm. Since the
algorithm’s transfer function is used in describing its properties, the article indicates how to determine this value both analytically and when using

a ready-made implementation of the algorithm with an unknown numerical structure.

Stowa kluczowe: transformacja falkowa, model btedu, sygnat deterministyczny, transmitancja algorytmu
Keywords: wavelet transform, error model, deterministic signal, algorithm’s transmittance

Wstep

Od poczatku lat 90’ az do chwili obecnej algorytmy trans-
formaciji falkowej sa bardzo popularnym narzedziem stoso-
wanym podczas analizy danych pomiarowych. O ile we wcze-
snych latach 90’ gtéwnym nurtem w rozwoju tych algorytmow
byty prace nad opracowywaniem nowych rodzin falek, tak
obecnie rozwoj ten skupiony jest na nowych aplikacjach al-
gorytmu [1]. Mozna zatem zauwazy¢, Zze algorytmy te sg bar-
dzo istotng czescig toréw pomiarowych, przy czym zwykle
stanowig ich ostatnig cze$¢. Na podstawie wartosci wielko-
Sci wyjsciowych omawianych algorytmow podejmowane sg
decyzje o stanie obiektu, czy wystgpieniu analizowanego
zjawiska [2, 3, 4, 5].

W przypadku algorytméw transformacji falkowej prze-
wodnik [6] nie zawiera jasnych i przystepnych informac;ji
w jaki sposob szacowac¢ warto$¢ niepewnosci wielkosci wyj-
Sciowych tych algorytmow. W poprzednich pracach autorow
[7, 8] zaproponowano zatem podejscie bazujgce na mode-
lu btedu, inspirowane pracami [9, 10, 11]. Dla stosowanego
modelu wyrézniano sygnaty btedéw losowych oraz determi-
nistycznych [12], przy czym dla sygnatow btedéw determini-
stycznych definiowano rowniez podziat na statyczne i dyna-
miczne sygnaty. W przypadku sygnatu btedu dynamicznego
kolejne wartosci realizacji tego sygnatu w obrebie pojedyn-
czego okna pomiarowego (pojedynczej iteracji algorytmu)
zmieniajg sie w sposob deterministyczny, natomiast w przy-
padku sygnatu btedu statycznego sg one state w obrebie po-
jedynczego okna pomiarowego (mogg natomiast przyjmowac
rézne wartosci dla kolejnych realizacji wyznaczania wartosci
wielkosci wyjsciowych algorytmu).

Jako, ze w poprzednich pracach przedstawiono jednolity
model btedow dla sygnatow o charakterze losowym [7, 13],
niniejsza praca poswiecona jest sygnatom o charakterze
deterministycznym. W artykule zdefiniowano sygnat btedu
dynamicznego oraz statycznego, wskazano istotne para-
metry opisujgce analizowane sygnaty btedéw oraz przed-
stawiono role algorytmu transformacji falkowej w przeno-
szeniu ich z wejscia na wyjscie tego algorytmu. W artykule
przyjeto zatozenie, ze algorytm transformaciji falkowej nie
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wprowadza zadnych sygnatow btedéw wtasnych. Tematyka
ta stanowi odrebny problem badawczy, ktéry przedstawio-
no w pracy [14].

Artykut zostat podzielony na 4 czesci. CzeS¢ pierwsza
stanowi wstep do artykutu i zawiera podsumowanie najwaz-
niejszych zatozen. Cze$¢ druga opisuje model sygnatu btedu
na wejsciu algorytmu, wskazujgc przyktad przyczyny powsta-
wania takiego sygnatu. W czesci trzeciej wskazano wptyw
algorytmu transformacji falkowej na sygnat zdefiniowany
w czesci drugiej, natomiast w czesci czwartej podsumowa-
no najwazniejsze wnioski ptyngce z artykutu.

Model sygnatu btedu deterministycznego

Sygnaty btedéw o charakterze deterministycznym mogg
mie¢ swoje zrodto w wielu zjawiskach. Sygnaty te mozna
opisac jezeli istnieje mozliwos¢ wskazania przebiegu anali-
zowanego sygnatu w funkcji czasu [12]. Przyktadem takiego
sygnatu moze by¢ btgd spowodowany nieidealnymi wtasci-
wosciami wzmacniacza pomiarowego, ktéry wprowadzaé
bedzie inne niz wymagane wzmocnienie lub przesuniecie
fazowe [15]. Inny przyktad stanowi¢ moze sytuacja w kto-
rej dla wybranego fragmentu toru pomiarowego zmienia sie
warto$c wzmocnienia statycznego w funkcji temperatury [16].
W podobny sposob modelowa¢ mozna sygnaty btedéw spo-
wodowane opoznieniami, przy czym sygnaty te w pewnych
okolicznosciach mogg cechowac sie losowg wartoscig am-
plitudy lub fazy [17, 18].

Niezaleznie od zrodta sygnatu btedu o charakterze deter-
ministycznym istnieje mozliwos$¢ przedstawienia jednolitego
modelu tego sygnatu w postaci rownania:

oo
) edet (1) = Z E. ;sin (wjt + ¢ ;)
j=0
gdzie Ee’l.jest amplitudg oraz ®,; fazg j-tej harmonicznej
omawianego sygnatu btedu o pulsacji w,. Zgodnie z wprowa-
dzonym we wstepie podziatem na statyczne i dynamiczne
sygnaty btedow, z sygnatu btedu opisanego réwnaniem (1)
wyodrebni¢ mozna dwa sktadniki. Sktadnik pierwszy, stano-
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wigcy sktadowg statg analizowanego sygnatu, stanowi czes¢
zwigzang ze statycznym sygnatem btedu:
(2) €s (t) == Ee,O sin (‘pe,())
przy czym zaktada si¢ w, = 0 rad/s oraz ¢_, = 0 rad. Pozo-

state harmoniczne sygnatu e (t) o niezerowej pulsacji sta-
nowig sygnat btedu dynamicznego:

&) eq(t) = Z E, jsin (wjt+ @e ;) -
j=1

Odnoszac sie do przyktaddw przedstawionych powyzej
mozna wyobrazi¢ sobie, ze zmienne w czasie napiecie re-
prezentowane przez wielko$¢ s(t) przetwarzane jest przez
wzmachiacz pomiarowy do postaci napiecia y(t). Dla uprosz-
czenia przyktadu przyjeto, ze wielko$¢ s(f) nie jest zakidcona
zadnym sygnatem btedu. Przyjeto rowniez, ze idealna trans-
mitancja analizowanego wzmacniacza wynosi Gy(jw), nato-
miast rzeczywista transmitancja tego obiektu oznaczona jest
symbolem G (jw) oraz G (jw) # G (jw).

Zaktada sie, ze analizowany obiekt jest liniowy, a jego
transmitancja jest niezmienna w czasie [19].

Wobec powyzszych zatozen, sygnat btedu zdefiniowa-
ny w rownaniu (1) przyjmuje dla analizowanego przypadku
postac:

t)=> Ky ;E,;sin(wst+@s;+ @yj)—
j=0

ey,det (
oo
> Ky Eqjsin (Wit + @5 + $y)

) 7=0

gdzie wsvjjest pulsacja, Es’j amplitudg oraz <ps’jjest fazg j-tej

harmonicznej sygnatu s(t), natomiast wartosci wprowadza-
nego wzmocnienia i przesuniecia w fazie wynoszg kolejno:

6)  Kyj =\ (R(Gy (jws)) + (S (Gy (s )

o S(Gy (Jws )
©) Py = arctan (% G, uws,j)))

Zgodnie z przyjetym podziatem dla rozwazanego przy-
ktadu wyznaczy¢ mozna zatem sygnat btedu statycznego:

(7) Cy,s (i) = (Ky,O - K%O) FEso

oraz dynamicznego

€y, d Z
(8) Z

Es jsin (ws it + @5, + Py,j) —

B jsin (ws it + @s,j + $y.5)

Zauwazy¢ mozna, ze posta¢ sygnatu opisanego rownaniem
(8) odbiega od definicji przedstawionej w rownaniu (3). Wska-
zana roéznica wynika z faktu, ze sygnat zdefiniowany w row-
naniu (8) dla kazdej j-tej harmonicznej posiada dwie skta-
dowe o identycznej pulsacji. Nalezy zatem wyznaczy¢ na
podstawie parametrow tych sktadowych parametry wypad-
kowe sktadowej o zadanej pulsacji.

210

Zaktadajac, ze analizowana j-ta harmoniczna sygnatu
btedu dynamicznego, posiadajgca N/ sktadowych o pulsac;ji
w, jest opisana rownaniem:

N;j—1 Nj—1
©) ex(t)= > ei(t)= > Ejisin(wt+ ;i)
1=0 =0

przedstawiajac sktadniki tej harmonicznej w formie wek-
toréw:

(10)
ejy,; = [ej_,i’a ej,i’b] = [Ej,i COS (@j,i) Ej,i Sin ((,0]77,)]

(1)
N, — N, —
ex;=lexja exjp] = [Ziéo Yejia it ej,z‘,b}

€O mozna zapisac rowniez jako:
_ 2 2
(12) Ejz=\/es a0

(13) pj,x = arctan <82’j’b>
€5,j,a

Stosujac przeksztatcenia zgodnie z rownaniami od (9) do
(13), rownanie (8) zapisa¢ mozna w postaci:

(14)  eya(t) =D Byecjsin(wsit+¢ye;)
=0
przy czym wypadkowa amplituda E
noszg dla j-tej harmonicznej odpowiednlo

joraz faza ®,0;WY-

Eyej=FEs; ((K.%j cos (ps,0 + Py,j) —

. 2
K, jcos (s + ¢y7j)) +

(R sin (v + 05)

1

. 2\ 2
(15) Ky sin (a0 + 1) ) )

©y.e,j = arctan ((K’yj sin (@s,0 + Py.j) —
Ky jsin (¢s,0 + ‘py,j) )
(K%j cos (¢s,0 + Py,j) —
. —1
(16) Ky 008 (9o0 + 20.) ) )

Dla kazdej harmonicznej sygnatu btedu dynamicznego
istnieje mozliwo$¢ wyznaczenia wartosci wariancji tej har-
monicznej [19, 20]:

1
2 2
(17) Oydj = 5Ey.e.;

oraz zwigzanej z nig wartosci niepewnosci rozszerzonej
dla poziomu ufnosci 1 - a [6]:

CaEy.e;

1
(18) Uy7d7j = E
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gdzie c jest wspotczynnikiem rozszerzenia rozktadu funkgji
sinus dla przyjetego poziomu ufnosci [6, 21].

W przypadku sygnatow bteddw statycznych zauwazyé
mozna, ze wartosci realizacji tych sygnatow sg zawsze iden-
tyczne. To zatozenie dotyczy jednak pojedynczego okna po-
miarowego (zwigzanego np. z pojedyncza realizacjg procesu
pomiaru). W przypadku wielokrotnej realizacji procesu po-
miaru, kolejne wartosci realizacji omawianego sygnatu btedu
moga by¢ inne. Przyktadem takiej sytuacji moze by¢ wptyw
temperatury otoczenia na btad zera wzmacniacza pomiaro-
wego. W takim przypadku nalezy zidentyfikowa¢ parametry:
wariancje 0, ., warto$¢ oczekiwang Ele, (t)], typ rozkta-
du realizacji analizowanego sygnatu btedu oraz wynikajgcy
Z niego wspotczynnik rozszerzenia C,. odpowiedni dla przy-
jetego poziomu ufnosci.

Wyznaczenie parametréw opisanych dotychczas sygna-
tow btedu statycznego i dynamicznego pozwoli w kolejnym
kroku wyznaczy¢ parametry tych sygnatéow po przetworzeniu
ich przez algorytm transformacji falkowej.

Algorytm transformacji falkowej
Jak wykazano w pracach [7, 8, 22] algorytm transformacji
falkowej moze zostac przedstawiony w postaci macierzowe;.
Zgodnie z tg wasciwoscia, i-tg wielko$¢ wyjsciowg X((k) dla
k-tej realizacji algorytmu opisuje rownanie:
N-1
Xi(k) =) aija (kN + j)

=0

(19)

w ktérym symbolem a,; 0znaczono kolejne elementy macie-
rzy transformacji algorytmu, symbolem x(j) oznaczono ko-
lejne wielkosci wejsciowe, natomiast symbolem N oznaczo-
no liczbe wielkosci wejsciowych dla pojedynczej realizacji
algorytmu. Nalezy zauwazy¢, ze zgodnie z rownaniem (19)
omawiany algorytm jest addytywny, a zatem mozliwa jest
niezalezna analiza wszystkich sktadowych sygnatu btedu
wielkoéci wejsciowych algorytmu.

Dalsze rozwazania zaktadajg, ze analizowany algorytm
przetwarza kolejne probki wielkosci x(j) = y(jT,), gdzie T jest
okresem probkowania wielkosci wejsciowych algorytmu oraz
J € N, zatem sygnat btedu dynamicznego na wejsciu algoryt-
mu zdefiniowany jest jako _ , (/) = e, , (jT,), natomiast sygnat
btedu statycznego jako e, _ (j) = e, (jT,). Przyjmuje sig row-
niez, ze algorytm nie wprowadza do wielkosci wyjsciowych
zadnych sygnatow btedéw wtasnych.

Przeksztatcajgc rownanie (19) istnieje mozliwo$¢ wyzna-
czenia transmitancji zwigzanej z i-tg wielkoscig wyjsciowg
algorytmu w postaci [23]:

(20) K; (w) = |H; (e7<77)]

natomiast podstawiajgc z = e’ uzyska¢ mozna wartos¢
wzmochienia kolejnych harmonicznych sygnatu przetwarza-
nego przez algorytm:

N—1
H;(z) = Z a@kz_k
k=0

W pracach [7, 9, 10, 11] przedstawiono w jaki sposob
identyfikowac wartosci wspotczynnikow a;;macierzy trans-
formacji algorytmu dysponujac istniejgcg implementacja
tego algorytmu, natomiast w pracach [8, 24, 25] przedsta-

(21)
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wiono w jaki sposob analitycznie wyznaczaé wartosci tych
wspotczynnikow. Niezaleznie od sposobu wyznaczania war-
tosci wspotczynnikow a,; uzyskuje si¢ te same wyniki dla
identycznych parametrow algorytmu. Ze wzgledu na stopie
n skomplikowania obliczehn, metoda analityczna jest jednak
mniej przystepna z punktu widzenia projektanta toru po-
miarowego.

Zgodnie z przedstawionymi zaleznos$ciami, warto$¢ wa-
riancji sygnatow btedéw deterministycznych na wyjsciu algo-
rytmu dla i-tej wielkosci wyjsciowej wyznaczy¢ mozna zgod-
nie z rownaniem:

1 » 2
(22 0%a (W)= 5B (w) [H; (7))
2
N—-1
2
23) oxs=Hi[ ol =0l | Y ai;
7=0

gdzie E__(w) jest wypadkowg amplitudg przetwarzanej har-

monicznjej sygnatu btedu dynamicznego o pulsacji w, nato-

miast Jﬁ,sjest wariancjg sygnatu btedu statycznego.
Wartosci niepewnosci rozszerzonych dla analizowanych
sygnatow wyznaczy¢ mozna na podstawie rownan [6, 26]:

(24) Ux,d(w) = caox, a (w)

(25) UX“s = Cz,s0X;,s

gdzie dla przyjetego poziomu ufnosci cd jest wspoétczynni-
kiem rozszerzenia rozktadu funkgji sinus, natomiast ¢__jest
wspotczynnikiem rozszerzenia sygnatu btedu statycinego
na wejsciu algorytmu [6, 21].

Ostatecznie wyznaczy¢ nalezy wartos¢ wypadkowej wa-
riancji oraz niepewnosci rozszerzonej dla wszystkich skta-
dowych sygnatu btedu deterministycznego, przenoszonego
na wyjscie algorytmu transformacji falkowej. Nalezy w tym
celu rozwazyc¢ istnienie korelacji pomiedzy kolejnymi warto-
Sciami realizacji sktadowych tego sygnatu. Zauwazy¢ moz-
na, ze w analizowanym przypadku jedyne zrodto korelacji
wynika¢ moze z obecnosci wielu sktadowych sygnatu bte-
du dynamicznego o tej samej pulsacji [19, 27]. Jako, ze zja-
wisko to zostato juz uwzglednione na etapie wyznaczania
wypadkowych parametrow harmonicznych sygnatu btedu
dynamicznego na wejsciu algorytmu, w omawianym przy-
padku zapisa¢ mozna:

o0
2 2 2 _
OX,det = 0X,s T E o, a(Wa5)
=1

(26)

gdzie wxyjjest pulsacja j-tej harmonicznej sygnatu btedu dy-
namicznego wielkosci wejsciowej algorytmu.

W przypadku wartos$ci wypadkowej niepewnosci rozsze-
rzonej rachunki stajg sie bardziej skomplikowane z uwagi na
ksztatt rozktadu sktadowych sygnatu btedu dynamicznego,
mozliwosc istnienia niewielkiej liczby sktadowych tego sygna-
tu oraz mozliwo$¢ pojawienia sie dominujgcej sktadowej tego
sygnatu (algorytm moze wzmacnia¢ wybrang harmoniczna,
ttumigc jednoczesnie pozostate). Proponuje sie w tym celu
stosowac np. metode bazujgcg na zbiorach rozmytych [28]
lub metode wykorzystujgca algorytm redukcyjnej arytmetyki
interwatowej [29].
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Przedstawione dotychczas rozwazania zaktadaty, ze z kaz-
da i-tg wielkoscig wyjsciowg algorytmu zwigzana jest inna
transmitancja H,(z). zatozenie to pozwala analizowac przypadki
opisane miedzy innymi w pracy [22], natomiast zwykle analiza
upraszcza sig do przypadku, w ktérym wyrézni¢ mozna N, + 1
roznych transmitancji, gdzie N, stanowi liczbe iteracji procesu
dekompozycji sygnatu [24]. W opisanym przypadku z kazdg
wielkoscig wyjsciowg zwigzana jest jedna z N, + 1 transmitan-
cji, przez co analiza znacznie sie upraszcza [8, 30].

Whnioski

Wskazane powyzej zaleznosci w sposob jednolity po-
zwalajg na ilosciowy opis parametréw sygnatéw btedow
o charakterze deterministycznym. Na podstawie zidentyfi-
kowanej lub wyznaczonej analitycznie postaci transmitanciji,
zwigzanej z kolejnymi wielkosciami wyjsciowymi algorytmu,
istnieje mozliwo$¢ wyznaczenia parametrow sygnatow bte-
doéw deterministycznych na wyjsciu algorytmu. Przedsta-
wiony opis jest uniwersalny niezaleznie od analizowanego
sygnatu btedu.

Stosowanie przeksztatcen opisanych w rownaniach od (9)
do (13) pozwala uprosci¢ analize, jednoczes$nie rozwazajgc
ewentualne korelacje pomiedzy sktadowymi sygnatu btedu
o jednakowych pulsacjach. W przypadku analizy obejmujgcej
wiecej niz jedng harmoniczng sygnatu btedu dynamicznego
o wybranej pulsacji, korelacje te uwzgledni¢ nalezy wyzna-
czajgc wypadkowg wartos¢ wariancji sygnatu btedu dyna-
micznego, co pokazano w pracy [27]. Zaproponowana w ni-
niejszym artykule metoda jest jednak bardziej przystepna, co
wiecej pozwala ona na wyznaczenie wypadkowej wartosci
fazy dla analizowanej harmoniczne;j.

Niniejsza publikacja, w potgczeniu z poprzednig praca
[7], traktujacg o wptywie algorytmu transformaciji falkowej
na przenoszenie sygnatow btedéw o charakterze losowym,
pozwala na okreslenie parametrow sygnatéw btedéw o do-
wolnym charakterze na wyjsciu analizowanego algorytmu.
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